Dans tout ce probléme, p désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2, et f, est la
fonction de R, vers R, définie par f, (z) = z” + pz.

1. Préciser les variations de la fonction f, sur R,. Montrer que f, est une bijection de R
sur un intervalle a préciser.

Pour tout entier p > 2, montrer que I’équation f, (z) = 1 a une unique solution sur R, que
I’on notera a,.

On a donc ab + pay, = 1 pour tout entier p > 2.

Soit g, la bijection réciproque de f, (i.e. g, = f, ).

2. Donner le tableau de variation de g, sur R, et des propriétés de g,.

3. Montrer que g, est dérivable sur R, et, pour z > 0, exprimer g;) (x) en fonction de g, ().

4. Donner un équivalent simple de f, (x) quand z tend vers +oo. En déduire que g, (v) o~
¢/y (on pourra faire le changement de variable y = f, ()).

5. Montrer que pour tout entier p > 2 on a «,, < ]13. Conclusion pour la suite (o) 7

6. Montrer que pour tout entier p > 2 et tout réel positif = € [0, 1] on a

fori (2) = fp (2).

En déduire que la suite (o) est décroissante.

7. Montrer que ligrn ab = 0 quand p tend vers +oo.
p—too

En déduire que «;, ~ % quand p tend vers +oo.
On veut améliorer le résultat précédent. Pour cela on pose y, = o, — % pour p > 2.

8. Montrer que lim py, = 0.
p—+o0

Montrer de méme que lim p*y, = 0.
p——+00

epIn(pyp+1)
T prtt

9. Montrer que y, = pour p entier > 2.

En déduire que y, ~ —# puis que

11 1
Ap = 5 _pp+1 o pp+1 ’

Correction : 1. f, est dérivable sur R, (car c’est la restriction d’une fonction polynome)
et, pour tout x € R, on a f]:J () = pzP~' 4+ p > 0. Donc f, est strictement croissante; de plus
elle est continue et f, (0) = 0 et lim0 fp (x) = 400, donc, d’apres le théoréme de la bijection, f,

r—>

est une bijection de R, dans R,.

Comme 1 € R, alors I'équation f,(x) = 1 a une unique solution sur R, «, ('unique
antécédent de 1 par f,).

2. D’aprés le théoréme de la bijection, g, est continue, strictement croissante et bijective
de R, sur R,.

3. Pour tout z € R} on a fll, (x) > 0 donc g, est dérivable sur f, (Ry) =R,.

De plus : V2 € Ry, f,(g,(z)) = z, donc, en dérivant les deux membres on obtient :
1
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fp (gp (ZE)) X gp (‘T) - 17 d’ou gp (SL’) - f;,(gp(x))’ soit : |V € R-l—agp (l’)

4. Pou1rx>00naf"‘ﬁE—(;’:):1+mpp,1 — 1dOanp(Qj)+N P,




— _ -1 _ f (r) — U ;
En posant y = f,(r) onax = f' (y) = g, (v) e +oo et L = s e 1, soit
g;{:}g) ol 1 c’est a dire | g, (v) o Y|

5. On a pay, = 1—ab pour tout entier p > 2, donc pay, < 1 (car af > 0) soit | Vp > 2, a, < Il) .

Onadonc: Vp>20<aq,<: et d’aprés le théoreme de I'étau | lim o, = 0|
p—too

6. Pour x € R, et p > 2ona fp(x) — fp(x) = aP™ — P + 2 = 2P + 2 (1 — 2P ).
Comme x € [0,1] on a 277! <1 donc 1 — 2Pt > 0 et 2P > 0 donc f,41 (z) — fp (z) >0

D’aprés 5/ on a «a, € [0,1] pour p > 2 donc on peut remplacer = par o, dans l'inégalité
précédente soit : fpi1 (o) > fp(ap) = 0. Comme fpﬂ (apr1) = 0 on a donc [, (ap) >
foe1 (apy1). En prenant I'image des deux membres par f; ! »+1> application strictement croissante

d’apres 2/, on obtient o, > a4+ i.e. (o) est décroissante|.

7. Daprés 5/ ona 0 < a, < 1 § 3 pour p > 2, donc 0 < af < (%)p. Comme la suite (%)p

tend vers 0 alors | lim of =0 d apres le théoréme de I’étau.

p—too P
D Qp ~ 1
De la relation of + pa;, =1 on déduit alors pgglmpap =1 soit pll)gloo Ty = 1 ou |y, ol
8 Pour p > 2onapy, =p (ap — %) = pa, — 1 = —ab qui tend vers 0 (7/) donc
lim =0/
p—>+oopyp
De méme p*y, = —pad = —e? 2 or plnoy, +1Inp = p (111 a, + lnp) Comme lnp et
tendent vers 0 quand p tend vers +oo alors In oy, + np _, _oetp (ln oy + 1“—”) — —00
p p——+00 p p—+00
donc |py, — 0|
p—-+00
p
9. Pour p > 2 on a py, = —af = — <yp+ }3) (car a, =y, + %), donc py, = — <1+p#) =
In(1+pyp) In(1+pyp)
_e”p#, soit |1y, = _eppp#

D’apres 8/ on a, quand p tend vers +oo : py, — 0 doncIn (1 + py,) ~ py, et pln (1 + py,) ~
p*y, qui tend vers 0 (8/) donc pIn (1 + py,) — 0 d’ott eP?(+P¥) s 1 soit eP(14P%) ~ 1. On

1
a donc Yp ~ —pptl |

C’est équivalent a l'existence d’une suite (¢,) tendant vers 0 telle que y, = —# (1+4¢,),

: 1_ 1 _ & _1_ 1 1
SOIt (yp — o= — g — phr ou | ap = o pp+1—|—0<pp+l).




