d
Soit la suite I,, définie par I, = fo : +x
xn

1. Calculer [; et I,. Démontrer que la suite (I,,) est convergente (on ne demande pas ici de

trouver sa limite).

2. Montrer que pour tout entier naturel n € N* on a

1 n
1—]n:/ z dx.
0 1+Z’n

En déduire que la limite de la suite (1,,).

3. Etablir que pour tout entier naturel » non nul on a

1 1
" In2 1
/ ° dx:n———/ In(1+2")dx.
o 14+a" n n Jo

4. Montrer que pour tout réel positif ou nul on a : In (14 u) <u

5. Déduire des questions précédentes que I,, = 1 — 1“72 +o0 (% t donner un équivalent de

1 — I,.[ex14.2010)

Correction : 1. On a I, = Ollci—”"’x = [In|1 + z]]; donc et Iy = fo T =

[arctan x] = arctan 1 soit | I =

ENE

Pour tout entier naturel non nul n et tout réel de l'intervalle [0,1] on a 0 < 2" < 27
donc 1 <14 2" <14 2", d’ou ﬁ <1 n+1 < 1. En intégrant entre 0 et 1 on obtlent
I, <I,y; <1. Lasuite ([,) est donc croissante. D’autre part elle est majorée par 1 donc elle

est convergente.

2. Pour tout entier naturel n € N* on a : fol 1i%dx 01 “{f;;ldx 01 }iind 01 %
(par linéarité de I'intégrale) donc | [, %dl’ =1-1I,|

Pour n € N* et € [0,1] on a O < e <a” (car 1 +:c” > 1) donc, en intégrant entre 0 et
1: 0§f0 —Hzndargfo a"dr = =5, soit 1 0 <1 — 1, < —.

Comme n+_1 converge vers 0, on a, d’aprés le théoréeme de l'étau : 1 — [, — 0 soit

lim I, =1|

n—-+00

3. On intégre par parties fol l_fzn dr en posant u = x et v\ = f:f,ll, u=1letv= mu%)
(u et v étant de classe C! sur [0, 1]) donc fol dr = [xw} -1 fo In (1 + ") dx, soit

=m2 Lty (142" de |

0 1+4az™

4. La fonction ¢ définie par ¢ (u) = u—In (1 + u) est dérivable sur R, et ¢ (u) = 1— 1+_u =

> 0 donc ¢ est croissante sur R, et comme ¢ (0) =0ona: |Vu>0,In(14+u) <ul

5. D’apres 4/ : Vn € N*,Vz € [0,1],0 < ln(l—l—x) < 2" (car 2" > 0), donc 0 <
f In(1+ 2") dx<f0 2"dr, 801tO<f0 In(1+2")dr < 5. Onadonc hm fo In(1+42")dx =

0, donc Efo In(1+2")de =o0(2).
D’apreés la question 2/ et 3/ on a donc 1 — I, = 1“72 -0 (%), soit |, =1—12 4, (%) i

1+

D’autre part n (1 —I,) =In2—0(1) — In2,doncn (1l —1I,) ~In2, soit|1 — I, ~ 22}

n—-+o0o




