e—1/z

Soit f la fonction définie par f (x) = { Sz 0

Osiz=0
Partie A : étude d’une fonction

1. Etudier la continuité et la dérivabilité & gauche et a droite en 0 de f.
2. Etudier les variations et les limites aux bornes de f.
3. Construire le graphique (C) de f.

Partie B : calcul d’une aire

4. Pour h € ]0,1] calculer l'aire A (h) de la région du plan comprise entre (C'), 'axe des
réels et les deux droites d’équation x = h et z = 1.

5. Calculer I'aire de la région du plan délimitée par (C), la droite d’équation x =1 et I’axe
des ordonnées c’est a dire }lLimO.A (h).
Partie C : résolution d’une équation différentielle

6. Résoudre I'équation différentielle 2%y’ + (22 — 1) y = 0 sur R et sur R*.
7. Existe t-il des solutions dans R 7

Partie D : étude d’une famille de polynomes

8. Soit n un entier naturel. Montrer que f est n fois dérivable et qu’il existe un polynéme
P, a coefficients réels tel que :

P, (z)e '/
p2nt2

Ve >0, f™ (z) = et Py (z) =2°P (2) +[1 = 2(n+1)2] P, (x) (1).

9. Calculer P; pour 0 <17 < 3.
10. Soit la fonction g définie pour tout réel x par g (z) = z%f ().

Montrer que : Yz > 0,¢' (z) = f (z). En déduire que pour tout entier naturel n et tout réel
x>0ona:

gt (@) = £ (2).

11. En utilisant la formule de Leibniz calculer pour n entier supérieur ou égal & 2 et tout
réel x > 0, g™ () en fonction de f (z), =V (z) et f"=2) (z).

Déduire des deux questions précédentes que pour tout entier naturel n > 1 et tout réel
x>0:
Poi(z)=[1-2(n+1)2]P,(x) —n(n+1)2*P,_; (7).

12. En déduire que pour tout entier naturel n > 1 et tout réel z > 0 :
P, (z)=—-n(n+1)P,1(z) (2).

Calculer le degré de P, en fonction de n.

13. Déduire de (1) et de (2) que :

Ve > 0,¥n € N,22P, + (1 —2nz) P, +n(n+1) P, = 0.

Partie E : étude d’un endomorphisme
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Pour n entier naturel non nul on considére 'application ¢ de R,, [X] dans R [X] définie par

¢ (P (X)) =X?P" (X)+(1-2nX) P (X).
14. Montrer que ¢ définit un endomorphisme de R,, [X] (que 'on continuera & noter ¢).
(On admettra que ¢ est linéaire).
15. Montrer que la famille B = (Fy, Py, ..., P,) constitue une base de R, [X].
(les polynomes P; sont ceux définis dans la partie D).
16. Trouver la matrice de ¢ dans la base B.

En déduire le rang, la dimension du noyau et le noyau de (.

Corrigé :
Partie A : étude d’une fonction

1. Quand z tend vers 0~, e~'/% tend vers +oo donc lim f (z) = +o0.

z—0~
Pour la limite & droite en 0 on pose X = —2, donc lim X = —oo. Comme f (z) = X?eX
z—0t
et lim X?eX =0, 0na hmf( ) =0.

La fonction f n’est donc pas continue (donc pas dérivable) a gauche mais elle est continue
a droite car f(0) =0 = lim f (x).
z—0

Le taux de variation de f est 7 = 6;13/76 = X3¢~ avec la notation précédente, qui tend vers
0 quand X tend vers 0F. La fonction f est donc dérivable a droite et f, (0) = 0.
e~ l/e 22_9pe— 1/
2. Pour tout réel z non nul on a f’(z) = —=— w42 = 122712 du signe de 1 — 2z.
En oo la fonction e~'/* tend vers 1 donc f () o~ %, donc hrf f( ) =0.
On en déduit le tableau de variation et le graphique de f.
.
x —» 0 172 P 3
21
fi(@) + + -
1l
+o —_—F 0 T
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
f / / \ 14
0 0 2l

Partie B : calcul d’une aire

4. Ona A(h) = ,116;12/1' dx = [eil/‘”]}ll =e ' —e V" donc|A(R) =et —e VP

5. Ona hlim+e’1/ " = (0 donc Iaire de la région du plan délimitée par (C'), la droite d’équation
—0

x = 1 et 'axe des ordonnées est e~ 1.
Partie C : résolution d’une équation différentielle

6. Sur R* I'équation différentielle est équivalente a vy + 225 1y = 0. Sur R* ou R* les
solutions sont y (z) = Ce™*®) avec A (z) = [2 de = [ (2 - )d 2In |z| + 1.

On a donc y (z) = Ce2lel—3 — 671/05 =Cf (z).

Les solutions I’équation différentille sur R* sont donc |y (z) = { ¢f (x) L 0 ,ou C

et C’ sont deux constantes arbitraires.



7. Si C'" # 0 alors C'f (x) tend vers 0o quand x tend vers 0. D’autre part Cf () tend
vers 0 quand z tend vers 0. On peut prolonger par continuité y en 0 (en posant y (0) = 0) ssi
C'=0.

Regardons si ce prolongement est dérivable en 0 : le taux d’accroissement de y en 0 est

Cf (z) =
prolongement de y est donc dérivable et 3/ (0) = 0.

Enfin il est clair que cette fonction est solution de 1’équation différentielle.

Conclusion : les solutions de 1’équation différentielle sur R sont :

y(:z:)z{ Cf(x) sizx>0

O0siz <O

Partie D : étude d’une famille de polynoémes
8. Soit la propriété P,: "f est n fois dérivable sur R* et 3P, € R[X]/Vz > 0, f (z) =
Ea@e " ot Py (2) = 22P (2) + [ - 2(n+ 1) 2] P, (2)".

T

La propriété est vraie pour n = 0 avec Py (z) =1 et P, (z) =1 — 2.

Supposons que P, soit vraie pour un certain n. Alors Vo > 0, f™ (z) = % donc f

e—1/z) g2n+2_  (z)e 1/ (2n 2n41
est n + 1 fois dérivable sur RY et Vo > 0, f"D (z) = (Pa)e V%) x5+(4) Grr2)r

/ —1/xz Pn(z) —1/2),.2n+2_ —1/x 2n+1
(Pn(:p)e =+ 22 e )LB Pn(x)e (2”4‘2)-’5 SOlt f(n+1) (:E> . ( ($)J?27L+2+Pn(l‘)$2" Pn x)(2n+2 2n+1>
rin+4 ’ - An+4

(I2P7,1(x)Jr(lx;z(ﬁH)x)P"(x)> e~/ de la forme %ﬁw avec Py (z) = 2%P, (2)+(1 — 2 (n+ 1) z) P, (2).
La propriété est donc vraie pour n + 1.
Elle est donc vraie pour tout entier naturel n.
9. Ona Fy (z) =1, P, (r) = 1—2x et en utilisant la relation précédente on trouve facilement
Py (x) =622 — 6 + 1, Py (v) = —2423 + 3622 — 120 + 1.
10. Pour tout réel z > Oon a ¢ (z) = 2z f (z)+22f' (z) = 2% +a?item e = Lol =
f(x).

Par une récurrence évidente on a alors : ¥n € N g™+ (z) = £ (z)|.

11. On a, d’aprés la question précédente et la formule de Leibniz : Vn € N, g™ (z) =

(22 f ()™ = kz (Z) (z2)® =P (). Comme (22)* = 0 pour k > 3 il ne reste dans la
—0

somme que les termes correspondant & £ = 0, 1, 2, donc :

g™ () = 22 (2) + 2n2zfD (2) +n(n— 1) fO72) (2)].

Comme g™+ (z) = £ (z) on en déduit que pour z > 0 et n > 1: f () = 22"V (z)+
2(n+1)xf™ (z) +n(n+1) f (2).

D’apres 8/ cela s’écrit : % xQ%—i—Q (n+1) m%—l—n (n+1) %»
soit P, () = Pyyy(z) +2(n+ 1) aP, (z) +n(n+1)22P,_; (x) ou encore :

Vo >0,YneN" P, q(z)=[1—-2(n+1)z]P,(z) —n(n+1)2*P,_1 (2)|

12. En reportant la relation précédente dans (1) on obtient : —n (n+1)z?P,_; (z) =

!

2% P, (1), soit, pour tout réel x > 0 et tout entier n > 1, | P, (z) = —n (n+ 1) Po_y (z) |




Par une récurrence facile on en déduit que le degré de P, est n pour tout n € N.

13 . Endérivant (1) ona: P, ; (z) = 22P. (2)+2%P, (z)-2(n+ 1) P, (2)+[1 - 2(n+ 1) z] P, (x),
soit P, (v) = 2P, (z) + [l — 2nz] P, (v) — 2(n+ 1) P, (2).

D’aprés la question précédente ona P, (z) = — (n + 1) (n + 2) P, (), donc — (n + 1) (n + 2) P, (z) =
2?P) (z) + [1 — 2na] P, () — 2(n + 1) P, (z) soit :

Vo > 0,Vn € N,2?P, + (1 —2n2) P, +n(n+1)P, =0.

Partie E : étude d’un endomorphisme

14. On voit facilement que ¢ est linéaire. D’autre part, si P € R, [X] onad® (X?P, (X)) <
n et d°((1-2nX)P, (X)) < n donc d° (X2P, (X)+ (1 —2nX) P, (X)) < n soit ¢ (P) €
R, [X].

Conclusion : ¢ est un endomorphisme de R,, [ X].

15. La famille (Fy, Py, ..., P,) est libre car constituée de polynémes non nuls de degrés deux
distincts; comme elle possede n + 1 éléments c’est une base de R, [X] (car dimR,, [X] =n+1).

17. D’apreés la question 14/ on a, pour tout entier naturel n : ¢ (P,) = —n(n + 1) P,.

La matrice de ¢ dans la base B est donc :

0 —1x2 0

On a immédiatement : rgp = rgM = n.

D’apres le théoreme du rang on a donc dim ker ¢ = 1.

Comme Ry [X] C ker ¢ et que dimker p =1 on a donc |ker ¢ = Ry [X] |




