Pour tout ¢ € R’ on définit :
f(@)

1) = exp (—%) et g(t) = L.

t

Partie A - Généralités
1. Prouver que f et g sont de classe C™ sur R* et que pour tout t € R, tf' (t) = g (¢).

2. Montrer que g est prolongeable par continuité en 0 et que le prolongement (encore noté
g) est dérivable en 0.

3. Faire un tableau de variations de g sur R, . Tracer son graphique (on donne e~! ~ 0, 36).

Montrer que la restriction de g a I'intervalle [0, 1] est une bijection sur un intervalle a préciser
et donner le tableau de variation de g—*.

Meémes questions pour la restriction de g a l'intervalle [1, 4+o00].
4. Soit H la primitive sur R* de la fonction ¢t — ¢ (1/t) d’annulant en 1.
4. a. Calculer H.
4. b. En former le développement limité & I'ordre 3 au voisinage de 1.
5. Soit n un entier naturel tel que n > 3.
On considere I'équation (E,) : f (t) = £, d’inconnue ¢ € R
5. a. En utilisant la question 3/ montrer que I’équation (FE,) a une unique solution dans
'intervalle 0, 1], que 'on notera c,.

On montrerait de méme (mais cela n’est pas demandé) que (E,,) a une unique solution dans
'intervalle |1, +o0[, que I'on notera 3,,.

5. b. Montrer que les suites (a,),-5 et (5,),>3 sont monotones.

5. c. Etudier les limites éventuelles des suites (a,,) et (5,,).

Partie B - Fonctions définies par une intégrale.

On prolonge maintenant f & R, en posant f (0) = 0.

10. Montrer que I'application f ainsi prolongée est de classe C' sur R, . Préciser f(0) et
montrer que 'égalité de la question 1/ reste valable pour ¢ = 0.

11. Soit z € R%. On pose :

F(x):/oxf(t)dtet G(a:):/oxg(t)dt.

11. a. Justifier existence de ces intégrales (que l’on ne cherchera pas & calculer) puis
montrer que : F (z) = ze”Y* — G (z).

11. b. En séparant I'intégrale G (r) en deux, montrer qu’il existe une constante C réelle
telle que pour tout réel z > 1 :

0<G(x)<C+n(z),

11. c. En déduire que G (z) est négligeable devant = au voisinage de +oo ainsi qu'un
équivalent de F'(x) au voisinage de +00.

12. Résoudre sur R* l'équation différentielle (E) : 2?y’ +y = 2? (I'expression générale de
la solution devra faire apparaitre F').

Partie C - Etude qualitative d’une équation différentielle.



On considére maintenant une application y solution de I’équation différentielle :
(E): 2%y +y=1°

cette fois sur R, de classe C* sur R, .

Nous allons, sans calcul explicite de y, déterminer la suite des u, = y™ (0) a partir de
I’équation (F).

13. Que vaut ug =y (0) ?

14. En dérivant (E) calculer u; = 3 (0) et us =y (0).

15. Peut-on avoir y de la forme : z — ax? + Bz + v avec (a, 3,7) € R? ?

16. Soit n un entier naturel.

16. a. On suppose ici n > 3.

Prouver, a ’aide de la formule de Leibniz que, pour tout z € R, :
22y (2) + (14 2n2) y™ (2) +n(n — 1)y (z) = 0.
En déduire que pour tout entier naturel n > 3 on a la relation de récurrence :

Up +n(n—1)u,—; =0.

16. b. Donner une expression de u, utilisant une factorielle, valable pour n > 2; en
déduire les développements limités (dont on justifiera 'existence) de y a 'ordre n au voisinage
de 0.

Corrigé :
1. f et g sont de classe C*° comme composée et produit de fonctions C* et Vt € R, f' () =
e"Y/t _ gt

t2 t

2. f(t) =exp(—1) et g (t) = 1O — e Posons X = 2, donc X et +ooet g(t) = Xe X

t t

qui tend vers 0 quand X tend vers +oco. Donc tlimog (t) = 0 et g se prolonge par continuité en

0 en posant ¢ (0) = 0.

Le taux d’accroissement de g en 0 est 7 = g(ti:g(o) = e;;/t = X2%e=¥ qui tend vers 0 quand

X tend vers +o00 donc tlimOT =0, i.e. g est dérivable en 0 et ¢’ (0) = 0.

3. Pour t > 0 on a ¢ () = LUO — 9O te® _ 90 (1 _4) du signe de 1 — ¢.

12 t2 t2
La fonction g est continue sur [0, 1] et strictement croissante donc elle induit une bijection de
[0,1] dans g ([0,1]) = [0,e7!]. g~! est une bijection de [0, e™!] sur [0, 1] strictement croissante.

De méme g induit une bijection de [1,4o0[ sur ]0,e!] et sa bijection réciproque est une
bijection de ]0, e~!] sur [1, +oo| strictement décroissante.

4. a. On aVt € Ri, g(1/t) = h(t) = te”", que l'on integre par parties en posant
=1
{ U,u_ e:t' vu_ ot (u et v étant de classe C* sur R%). D’ou

H(x) = / h(t)dt = [—te_trf + / eldt=—xe " +et—e T tet=—(14+x)e " +2 L.
1 1

4. b. Onposexr = 1+hetona H (v) = H(1+h) = — (2+ h) e 17"4+2e71 soit H (1 + h) =

2e L= (14 8) e =2t 1= (145) (1-h+ 5 =B +0(¥)| =20 [5= 5 +0(0?)].



Finalement : | H () = ¢! [(x -1)— @ +o(x— 1)3] )

5. a. (E,): f(t) =1, d’inconnue ¢ € R%.

L’équation est équivalente a g (t) = % Comme % < % pour n > 3 et la restriction g; de g
a [0, 1] étant une bijection sur |0, e~![ 'équation (E,) a une unique solution «,, dans ]0,1[. De
plus oy, = g7 (£).

5. b. Pour n entier > 3 on a n+r1 < % donc g;* (n%l) < gt (%) car g; ' est croissante de
[0, 1] dans [0,1] (3/), donc ay41 < @, et la suite (a),5, est décroissante.

De méme, g, étant la restriction de g a [1, +o00[, g5 ' est décroissante de |0, e~ sur [1, +oo|,
la suite (/,,),~3 est croissante.

5. c. Pour tout entier naturel n >3 ona a, = g~ ! (%), or, d’apres 3/, lirnogl_l (x) =0 car

g1 " est continue sur [0,1] et g;" (0) =0, donc lir£1r 9: (2) =0, s0it lim a, =0.

n——+o00

De méme 3, = g5 (2) et limogg1 (x) = 400 (3/) donc hHJ} B, = +oo.

Partie B - Fonctions définies par une intégrale.

6. On pose X = %, donc X — +o00 et f(t) = e ¥ qui tend vers 0 quand X tend vers

t—0
. o o (t) o e—1/t o 2 _X

+o00 doncting+f(t)—0. Pourt >0ona f'(t) = 5~ = S5 = X% X:mO.

Il résulte du théoréme limite-dérivée que f prolongée en 0 par 0 est dérivable en 0, que
f'(0) =0 et que f’ est continue en 0.

D’aprés 1/ f est de classe C! sur R, et 1'égalité ¢ f' (t) = g (t) est valable en 0 car g (0) = 0).

7. a. Les fonction f et g étant continues sur R, donc sur [0, z] pour z > 0 les intégrales
définissant F' et GG existent.

u=f; u=f .
v =1; d

On intégre F' par parties, f étant de classe C! sur [0, z], en posant { v —t ol

Flo) =t 0= [ 7 de=ae = [ gy
car tf' (t) = g (t) pour t > 0.

1 T
b. Pour z > 1 on écrit, d’aprés la relation de Chasles : G (z) = / g (t)dt +/ g (t)dt.
0 1
Pourt>1onal<g(t) < % donc, pour z > 1, G (z) < C’—I—/ % = C +1In(z), en posant
0

1
C = / g (t)dt. De plus, g étant > 0 sur R, on a G (z) > 0 et finalement :
0

Ve>1,0<G(x) <C+ln(x)|

c. Pourz>1ona0< Gg(f) < % + lnix) qui tend vers 0 quand z tend vers +oo, donc
G(xz) =o0(x).

Pour > 0 on a £&)

T

X |

=e U/ — % (d’apres 11. a.) qui tend vers 1 quand x tend vers +o0o

donc on a | F'(x) o~

8. Pour x > 0 ’équation différentielle est équivalente & y' + $—12y =1.

dz
22

L’¢quation homogene 4’ 4+ 25y = 0 a pour solutions y (z) = Ce = Cell®,



On cherche une solution particuliére de I’équation avec second membre de la forme y (x) =
C (x) e"/* (méthode de variation de la constante), donc 3/ (z) = C’ (z) e'/* + C (z) (el/"’f),.

En reportant dans I’équation on obtient : C’(x)e'/* + C () [(el/m)/ + w—lzel/m] = 1. Le
crochet est nul car & — e/®

C' () = e /7.

On peut prendre C (z) = F (x) et F (x)e'/* est une solution particuliére de 1’équation.

est solution de 1’équation homogene et il reste C’ () e*/* = 1 soit

Finalement les solution de 1’équation différentielle sont |y (v) = (F (x) + C) e'/*|.

Partie C - Etude qualitative d’une équation différentielle.

9. En remplagant x par 0 dans (E) on a|uy =1y (0) =0

10. En dérivant (E) on obtient : 2zy’ (z) + 2%y” (z) + %/ () = 2x. En prenant x = 0,
up =y (0)=0]|

En redérivant : 2y (z) + 2zy” (z) + 22y (z) + 2%y” (x) + 3" (r) = 2 et en prenant z = 0
us = y" (0) = 2.

11. a. La formule de Leibniz donne pour tout entier naturel n :

(ny/ (l,))(") _ Z <Z> (xz)(k) (y/ (:L’))nik .

k=0

™ — 0 pour k > 3 il reste, pour n > 1 :

Comme (z2)
(xzy' (x))(n) = 22yl (x) + 2nazy™ () +n(n—1) yY,

En dérivant n fois les deux membres de (E) pour n > 3 on obtient : z?y™+Y (z) +
2nzy™ () +n(n — 1) y™ Y + y™ (z) = 0, soit

2y (2) + (1 + 2n2) y™ (2) + 0 (n - 1)y (2) =0}

En prenant 2 = 0 il vient, pour tout entier naturel n > 3, y™ (0) +n (n — 1)y~ (0) = 0,
soit :

Up+n(n—1)u,—1=0

11.b. On écrit uy = —k (k — 1) up_1 pour 3 < k < n et on multiplie membre & membres et
on obtient, aprés simplifications : u, = (=1)"*n! (n — 1)! soit | u, = (=1)"n! (n — 1)!| (formule
aussi valable pour n = 2).

y étant n fois dérivable en 0 elle admet un dl d’ordre n en 0 d’aprés le théoréeme de Taylor-

n

Young donné par : y (z) = Z %Ik +o(z") soit |y (z) = Z (=1)* (k = 1)!2* 4 0 (™) | pour
k=0 k=2

n > 2.



