Partie 1 : étude d’une fonction

Soit la fonction f définie par

1. Etudier la continuité, dérivabilité et la parité de f.

2. Déterminer le developpement limité de f & I’ordre 6 en 0.

3. Montrer que 'on peut prolonger f en une fonction dérivable sur R.
4. Montrer qu’au voisinage de +oco on a

f(x)len?x—ki—Iro(%).

3

En déduire un équivalent simple de f en +oo.
5. a. Donner le tableau de variation de f sur R% et calculer la fonction g telle que
f'(2) = 9 (2).
b. Etudier les variations de g sur R* . On montrera que ¢’ a le signe de = (1 — 2?) et que
g s’annule en un unique point « de R7.

c. Donner le tableau de variation de f sur R7.
6. Justifier que f réalise une bijection de [0, 1] sur un intervalle & préciser.
Partie 2 : calcul approché d’une intégrale

1 1 2
On pose I = / f(x)de = / Mdm.
0 0

T
10. Justifier Pexistence de I.

n

11. Pour n € N et ¢ réel calculer 1 — 2 +t4. .. + (=1)" 2" =Y  (=1)" 1%,
k=0

2t = 2 (—1)"+! g2nt3
En déduire que -2 Z (—1)F ¢2ht1 = (=1) .
k=0

1+t 1+t
o (1 + 22 n 2%+1 2n43
12. Montrer que pour n € N et x > 0, ¥_§<_1>ki+l _z+2.
(-n” 1
En déduire que | — Z (=1) 5| < 5
2 (k+1)%|~ 2(n+2)

A T’aide de la calculatrice trouver un entier n tel que Z
k=0

soit une valeur approchée
2(k+1)°

de I 41078 pres.
Partie 3 : étude d’une équation différentielle

Soit I’équation différentielle

4x

2, » !
2y 431y fy=—g (B
y VY= T (E)

13. Soient h et g deux fonctions deux fois dérivables telles que h (z) = zg (z).
Montrer que pour tout z € R* on a zh” (z) + b’ (z) = 2%¢” (x) + 3z¢' (z) + g (z).
En déduire que g est solution de (E) ssi i’ est solution de I’équation différentielle

/ —



14. Résoudre dans R* I’équation (E').
15. En déduire les solutions de (F) sur R*.
Montrer que f est la seule solution de (F) sur R*.[ex17.2017]

Corrigé :

Partie 1 : étude d’une fonction

1. f est continue et dérivable sur R* comme quotient et composée de fonctions continues
et dérivables.

On a immédiatement f (—x) = —f (x) pour tout réel non nul donc f est impaire.

2. Onaln (1 +u) = u—§+“§3+0 (u?) au voisinage de 0 donc In (1 + 2?) = 932—%4—#%—#0 (29)
soit f(x) =x — %3 + %—I—o(mﬁ) ou|f(z)=ux— %3+””—35 + 0 (x%) | (le terme en x° est nul car f
est impaire).

3. D’apres la question précédente f admet un dl en 0 & Pordre 1 : f (z) = 2 + o (z).

On a donc liH(l) f(z)=0": f est donc prolongeable par continuité en 0 en posant f (0) = 0.

Ce prolongement apourdlen0: f(z)=1z+o0(z’), donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 1.

4. Posons h = +, donc h = Oetona f(z)=hln(l+75) =hln <1+h2> =hln(1+ h?)—
2h1n h.

On a hln (1 + h?) = h*+o(h?), donc f (z) = —2hInh+h3+ o (h?), soit f () = —2202 4
23—1—0( ) ou|f(x )—21“—1- —l—o( )

+ 0 (32 ) donc —21£EI§/2 T 1 soit | f (x) ~ 2oz |

On en déduit que S AC) B

21n(z)/2 21:2 Inz

%71n(1+12)

5. a. Pour z € R} on a f'(z) = — = %9 (x) avec g (z) = 1+z2 ln(l + z%).
AT / _ 4z 20 4x—2x—2x3 _ 2x(l4+x)(1-x)
b. g est dérivable sur R et ¢’ (z) = T e v R e i LA du signe de

(1+2)(1—2)sur RY.

On en déduit le TV de g¢.

On a donc g (z) > 0 sur |0, 1] et comme g est continue et strictement croissante de [1, 00|
de 1 —1In2 > 0 a —oo alors, d’aprés le théoréme de la bijection, g s’annule exactement un fois
en a > 1.

c. On en déduit le TV de f sur R,.

X 1 x
0 o +oo ¥ 0 a

g + - S(x) + -

6. D’aprés le théoreme de la bijection f (continue et strictement croissante sur [0, 1]) est
une bijection de [0, 1] sur [f (0), f (1)] = [0,1n2].
Partie 2 : calcul approché d’une intégrale

10. [ existe car la fonction f se prolonge en une fonction continue sur [0, 1].

11 1—24t1. 4+ (=1)" " = Z (—=1)" 2* est la somme d’une suite géométrique de raison

k=0
n

—t? et de premier terme 1 donc Z (—l)k 2k =
k=0

1= (—2)x(=1)™2"  y(_q)ngn2
1+¢2 o 1+¢2




n n

OI]_ a dOIlC 1+t2 = Z (_l)k t2k + (_1)n+1t2n+2 dOHC 2 2 Z (_l)k t2k+1 _ 2(_1)n+1t2n+3 '

1+¢2 1-+¢2 1-+¢2
k=0 k=0
2(—1)" 142043 s s
12. Posons ¥ (t) = 1 +t2 -2 E tzk“ = ()H—tQ Par linéarité de ’intégrale on a,

n

pour tout réel z : / U()dt=In(1+22)—2) (=1)F “;:—:22 =2 (—1)"“/ f:—;q’dt.
0 o 0

En prenant la valeur absolue des deux membre on en déduit, pour z > 0 :

k=0
T T n
2/ Esdt < 2/ 2743t (car 1+ % > 1, soit [In(1+a2%) -2 (-1)" 45| < 22 En
0 0 k=0
divi 0 - 1n(1+3:2> - 1 k g2k+1 £2n+3
ivisant par x > 0 : — — Z (=D)" %7 | < 5
k=0
ln(1+x2) - k p2k+1 s e L, e, 5 ,
Posons & (z) = ——— — (=1)" %z On a d’une part, par linéarité¢ de l'intégrale :
k=0

et d’autre part

1 1 1
/@(m)da: g/ @ (z)| de < / oy =
0 0 0
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W, donc

n k
Pour que Z 251;1)1)2 soit une valeur approchée de I & 1078 prés il suffit, d’aprés I'inégalité

< 1078 ce qui équivaut a 2 (n + 2)* > 108, soit n > 7070 (a la calcula-

, h 1
précédente, que 2t 2)?
trice).

Partie 3 : étude d’une équation différentielle

13. On a i (z) = g(z) + z¢' (x) et B’ (z) = 2¢' (z) + xg” (x), donc zh” (z) + b (x) =
2zg' () + 29" () + g (z) + xg' (z) = 2%¢" (2) + 3zg’ (x) + g (2).

g est donc solution de (E) ssi zh” (x)+h (z) = —* ssi b’ solution de zy'+y = (1f;2)2 (E).

(14a2)
14. (E') est équivalente dans R* & ' + £ = —4__. Les solutions de I’équation homogéne

(1+22)
sont yp (z) = Ce™ % = € (sur RY).

On cherche une solution particuliére de la forme y () = < x) soit /' ( ) = Cl(w) C(x) En
reportant dans 1’équation on obtient : Cli‘”) = (1+42)2 soit C’ ( ) = (1+ 2) de la forme uw'u?
donc C' () = 1725.

Une solution particuliere est donc y(x) = ﬁ%ﬂ) et les solutions de (£') sur R sont
y(z)=<— m et sur R* les solutions sont |y (z) = & — m !

15. D’aprés ce qui précede g (z) = @ est solution de (E) ssi b (z) = % — m sur
R*. En intégrant il vient h(z) = Clnz + A —2 [ - 1”2) On a %x?) = 1+ — 7= (écrire

1=1+22—2? ') donc h(x)=Clnz+A—2lnz+1In(1+2%) =alnz+ A+ In (1 + 2?) soit
ln:): 1n<1+x )
g(r)=als+ 44+ =
Sur Ri on ade meéme h (r) = cv’lnmﬂ + %/ + @
Si g est une solution sur R elle se prolonge par continuité en 0 : ce la n’est possible que si
a=a'=A=A =0 (car ™ + 4 tend vers £oo en 0 si (a, A) # (0,0) et de méme a’lng‘c—ﬂ—i—%,

In(1+a%)—2> (-1)"%



si (o, A”) #(0,0)). Donc g = f et f est la seule solution de (£) sur R.



