On admet qu’il existe un unique polynéome P, € R[X] tel que pour tout réel 6 € |0, 7|
sin[(n + 1) 6] = sin (0) P, (cos ) (*)

1. En utilisant la relation sin [(n + 1) ¢] +sin [(n — 1) t] = 25sin (nt) cos (t) valable pour tout
réel t et tout entier naturel n montrer que

Vne N P14+ P,1 =2XP,.

Calculer Py, P, et P,. Calculer le degré et le terme de plus haut degré de P,.
2. En dérivant deux fois la relation (*) montrer que pour tout entier naturel n
(n®+2n) P, = 3X P, (X) + (X2 = 1) P,.
On note R,, [X] lespace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a n.
Pour n entier naturel supérieur ou égal a 2 on considére ® Iapplication de R, [X] dans
R [X] définie par
VP e R, [X],®(P)=3XP (X)+ (X*—-1)P".
3. Pour p € N, calculer le degré de ® (X?). En déduire le degré de ® (P) en fonction du
degré de P pour P € R, [X].
4. Montrer que ® induit un endomorphisme de R,, [X] (que 'on continuera & noter ).
5. Calculer le rang de ® et trouver une base de Im ®. Que peut-on dire de ¢ 7
6. A l'aide des questions précédentes calculer ker ® et sa dimension.
7. Montrer que la famille de polynémes (Fy, Py, ..., P,) est une base de R, [X].

Ecrire la matrice de ® dans cette base.

Corrigé :

1. Pour tout réel § € |0, 7| et n entier > 2 onasin [(n + 1) O]+sin[(n — 1) 8] = sin (0) P, (cos0)+
sin (0) P,,_2 (cos0) d’apres (*) et d’autre part sin [(n + 1) 8] +sin [(n — 1) 8] = 2sin (nd) cos (0) =
2cos (0)sin (0) P,,—1 (cos @), donc P, (cosf) + P, (cos#) = 2cos (f) P, (cos ). Les polynomes
P,+ P, 5 et 2X P, prennent les mémes valeurs en une infinité de points (les réels de l'intervalle
|—1,1]) donc ils sont égaux, soit

VHGN,HZ2,PR+1+PR_1:2XP7L.

On a By = 1 et comme sin (20) = 2sin (f) cos (f) on a P, = 2X. La relation précédente,
pour n = 1 donne alors P, = 4X?% — 1.

Soit la propriété P, "le terme de plus haut degré de P, est 2" X"".
La propriété est vraie au rang n =0 et n = 1.

Supposons la vraie jusqu’au rang n ("récurrence forte"). La relation P, 1 = 2XP, — P,
et ’hypothese de récurrence montre que le terme de plus degré de P, s’obtient en multipliant
celui de P, par 2X, c’est donc 2" X", La propriété P, est donc vraie.

Conclusion : la propriété P,, est vraie pour tout entier naturel n.

2. En dérivant la relation (*) par rapport a 6 on obtient
(n+1)cos[(n + 1) 6] = cos (A) P, (cos ) — sin? (A) P, (cos b)),

et en redérivant

1

—(n+1)%sin[(n + 1) 6] = —sin () P, (cos #) — 3 cos () sin (A) P, (cos 0) + sin® () P, (cosh),

n

1



donc — (n 4 1)*sin () P, (cos§) = —sin (A) P, (cos #)—3 cos (8) sin (A) P, (cos #)+sin® (§) P, (cos ).
En simplifiant par sin (6) ( 0) on obtient — (n + 1)* P, (cos8) = — P, (cos §)— 3 cos (0) P, (cos )+
sin® (0) P, (cos ), soit (n? + 2n) P, (cos@) = 3cos () P, (cosf) + (cos? (§) — 1) P, (cos 6).
Les polynomes (n? + 2n) P, et 3X P, +(X? — 1) P coicident en une infinité de points (ceux
de Pintervalle |—1, 1[) donc ils sont égaux, soit

"

(n®+2n) P, =3XP,(X)+ (X*-1)P,.

3. Pourp>20onad®(XP)=p(p+2)XP—p(p—1)XP2 &(1)=0et ®(X)=3X. Donc
d°® (XP)=psip>1et d°P(XP)=—o0sip<0.
p
Si P =) a;X? est un polynome de degré p tel que 1 < p <n (donc a, # 0) on a ® (P) =
k=0
p
> ap® (XP) par linéarité de ®, donc @ (P) est de degré p d’aprés le résultat précédent. Si
k=0
d°P <0Oona® (P)=0. Finalement|d°® (P) =d°P si d°P > 1 et d°® (P) = —oco si d°P < 0|.
4. On voit facilement que ® est linéaire et si d°P < n alors d°p (P) < n d’aprées la question
précédente, donc @ induit un endomorphisme de R,, [X].
5. Onarg(®) =rg(®(1),®(X),..., 2 (X)) =rg(® (X),...,P(X")) (car (1) = 0) donc
rg(®) = n car le systéme, constitué de polynémes non nuls de degré 2 a 2 distinct, est libre.
Une base de I'image est donc (® (X),...,®(X")). Comme rg(®) # n+ 1 (= dimR, [X]),
® n’est ni injective ni bijective.

6. D’aprés le théoréeme du rang on a dimR, [X] = dimker &4 rg®, donc dimker ® =
n+1—-n=1.

D’autre part pour tout polyndéme constant P on a ® (P) = 0 donc R C ker . Comme
les deux sous-espaces vectoriels R [X] et ker ® ont méme dimension (1) ils sont égaux donc

[ker @ =R}

7. La famille de polynémes (P, P, ..., P,), constituée de polynomes non nuls de degré 2 a
2 distinct, est libre. Comme elle est de cardinal n + 1 et dimR,, [X] = n + 1, c’est une base de
R, [X].

D’apres la question 2/ on a ® (P;) = k (k + 2) P, pour k € N. La matrice de ® dans la base
(Po, P1,. .., P,) est donc la matrice diagonale dont la diagonale est 0,3,...,n(n + 2).



