Soit un entier N € N* fixé.

Deux joueurs A et B jouent au jeu suivant : A tire simultanément et de maniére équiprobable
deux entiers distincts entre —N et N. Il choisit alors un de ces deux nombres (avec probabilité
1/2 et de maniére indépendante de son tirage) et le donne & B. Celui-ci doit alors deviner s’il
s’agit du nombre le plus grand ou le plus petit que A a choisi.

Le but de I’exercice est de déterminer une stratégie permettant & B de gagner le plus souvent
possible.

1. Donner un univers ) associé au tirage des deux entiers par A et calculer son cardinal.

Montrer que la probabilité d’obtenir deux entiers donnés est m

La premiére stratégie de B (stratégie 1) est de toujours répondre qu’il s’agit du minimum
quel que soit le nombre que lui annonce A.

2. Calculer la probabilité de I’événement S; ="B gagne en utilisant la stratégie 1".

B décide de suivre la stratégie 2 suivante :

- si le nombre donné par A est strictement positif, il répond qu’il s’agit du maximum;

- si le nombre donné par A est strictement négatif, il répond qu’il s’agit du minimum;

- si le nombre donné par A est 0, il répond minimum ou maximum avec probabilité 1/2.
Soient les événements :

T, . : les deux nombres tirés par A sont strictement positifs;

T _ : les deux nombres tirés par A sont strictement négatifs;

T, _ : un des deux nombres tirés par A est strictement positif et I’autre strictement négatif;

Ty : un des nombres tirés par A est nul.

N -1
3. Montrer que P (T, ) = INT2

4. Calculer P (T__),P(T,-) et P (Tp).

5. Montrer que la probabilité qu’a B de gagner sachant 7T est égale a %.

6. En déduire la probabilité de I’événement Sy ="B gagne en utilisant la stratégie 2".
Quelle est la meilleurs stratégie 7
Calculer la limite de P (S5;) quand N tend vers +00.[ex19.2017]

Correction :
1. L’univers est ’ensemble des 2-combinaisons des 2N +1 entiers de Uintervalle {—N, ..., N}.
Le cardinal de Q est (*',™") = w =N (2N +1).

Le tirage des deux entiers étant équiprobable la probabilité d’obtenir deux entiers donnés

est donc ﬁ ("nombre de cas favorables sur nombre cas possibles") soit m
2

2. Avec la stratégie 1, B a deux choix dont un seul est gagnant, donc la probabilité de
gagner dans ce cas est %

3. Le nombre de fagons de tirer deux nombres strictements positifs parmi {1,2,..., N} est
N(N-1 5 NN-1) ., [P(T,.) = X-L
(];) - (2 > donc P(T) = (Q(Nz-&-)l) = 2NE2N+)1) SOlt’ L) = avia)

4. De la méme fagon on a P (T__) = g\,—_+12 (il y a N nombres entiers strictements négatifs).

Le nombre de facons de tirer un nombre strictement positif est /V et celui de tirer un nombre
strictement négatif est N donc il y a N? facons de tirer un nombre strictement positif et un

— N
nombre strictement négatif d’ou P (7T, _) = (2%) = 2N(22NN2+1) soit ’P (T ) = 2N+1‘.
2

Il y a 2N facons de tirer un nombre non nul donc il y a 2N facons de tirer deux entiers dans

— 3
{=N,...,N} dont un est nul d’ou P (Tp) = (2]22]11) = QNé]]\\T,H) soit ’P (To) = 2N+1‘.

1



5. Si A tire un 0 il y a deux cas : soit il annonce "0" & B et celui-ci a une chance sur 2
de gagner, soit il annonce "autre nombre choisi et alors B gagne a coup sir (car si le nombre
choisi par A est > 0 B annonce que c’est le maximum et s’il est < 0 il annonce que c’est le
minimum).

Le systéme d’événements (0,0) étant complet, on a, d’aprés la formule des probabilités
totales : Pp, (G) =P (0) x P, (G)+P(0) x P5(G) =3 x14+4x1=2

O 17/2 G
1/

1/2 617 G

6. Le systeme d’événements (7, ., T _ T, ,Ty) étant complet, on a, d’apres la formule

des probabilités totales : P (Sy) = P (T ) x Pr,, (S2) + P(T-_) x Pp__ (S2) + P (T}-) x
Pr, (S2) + P (Ty) x Pr, (S2).

On a PT++ (SQ) = PT__ (Sg) =

5 et Pr_(Sy) = 1donc P(Sy) = 3 X 5+ s X 5+

3 ) N P SQ prm— M
vt X L+ o X 4 dou’ (52) = sinn]
1/2 G
172 G
1
T. ——G
34 G
Pour tout N on a =55+2_ > 1 donc la deuxiéme stratégie est meilleure.
22N+1) ~ 2

Quand N tend vers I'infini, P (S>) tend vers 2.



