1. Pour n entier naturel supérieur ou égal a 1 et pour z réel appartenant a ]0; 1]

montrer que :
1 —2" <n(1—2z) de trois fagons :

a/ en étudiant une fonction;

b/ en utilisant, aprés 'avoir justifiée, la formule : 1 — 2" = (1 —2) (1 + z + 22 + ..a"1);

¢/ par récurrence sur n;

2. Déduire de la question précédente que pour tous réels a et b strictements positifs tels
que a < b et tout entier naturel n supérieur ou égal & 1 on a :

b" —a” <n(b—a)b" L.
Correction : 1. a/ Soit la fonction f définie par f (z) =n (1 — z)—(1 — 2") = 2" —nz+n—1

pour x € |0;1[ et n € N*. f est dérivable sur |0; 1] (fonction polynéme) et Va € |0; 1, f/ (z) =
nz" ' —n=n(z""!'—1). Pour z € ]0;1[on a 2" ! <1, doncon a f'(x) <0 . La fonction f
est donc décroissante sur |0; 1] et comme f (1) =0 on a Vo € ]0;1[, f (z) > 0, soit :

Ve €]0;1[,Vn € N*|1 —z" <n(1—z).

b/ Pour tout entier n > 1 et tout réel x distinct de 1Tona: 1+ z+ 22+ ...+ 2" =
1_ff2_1 = ll_fx" (somme des termes d’une suite géométrique de raison z), donc 1 — 2" =
1—2)Q+az+2%+..2"1).

D’autre part on a : Vk € N,Vz € ]0;1[, 2% < 1. En sommant ces inégalités de k =0 an — 1
(n € N*), on obtient 1+ + 22+ ..2""! < n. En multipliant les deux membres par 1 —z (> 0)
on obtient (1 +z + 2%+ ..2" 1) (1 —z) <n (1 —z), soit 1 —2" < n (1 — x), d’apreés la relation
précédente.

¢/ Soit la propriété P, : "Vx € ]0;1[,1 — 2" <n(l—=x)".

Initialisation : Py s’écrit Vo € ]0;1[,1 — 2 < 1 — 2 qui est vraie.

Hérédité : supposons la propriété vraie pour un certain entier naturel n: 1 —2" < n (1 — )
(H). Montrons que P, ;; est vraie.

On écrit : 1 — 2" = 2(1—2") —x+ 1. Dapres (H) onal—2" < n(l—2z) donc
z(l—2") <nz(l—=x) (car x > 0) < n(l—=x) (car x < 1). En ajoutant —z + 1 il vient
r(l—2")—z4+1<n(l—-z)—x+1L,soitzx(l—z")—x+1<(n+1)(1—=x). On a donc
1—2" < (n+1)(1—x) et P,y est vraie.

Conclusion : d’apres le principe de récurrence la propriété P, est vraie pour tout tout entier
naturel n > 1.

2. En divisant par b" (strictement positif) I'inégalité a démontrer est équivalente a : 1 —
(%)n < n(b+2bn_l soit 1—(%)” < n(b;ba) ou encore 1— (%)n <n (1 — %) C’est I'inégalité obtenue
a la premiére question en posant x = § (ce qui est possible car 0 < a < b= 7 € ]0;1]).




