PoINT DE TORRICELLI OU DE FERMAT D UN TRIANGLE : étant donné un triangle ABC,
le probléme est de trouver un point M du plan qui minimise la somme des distances M A +
MB + MC de M aux points A, B et C' en utilisant les nombres complexes.

L’existence de ce point tire son origine d’un probléme que Fermat posa a Torricelli (d’ou
les différentes appellations). Torricelli résolut ce probléme d’une maniére similaire a celle de
Fermat, & I’aide des cercles circonscrits aux triangles équilatéraux issus des cotés du triangle
initial, ces cercles sont les cercles de Torricelli. La démonstration fut rapportée par Viviani,
pupille de Torricelli, en 1659.

Soient donc trois points non alignés A, B, C' et un point O tel que :

—_— — —_— — — — 2
(OA,OB) — (OB, oc) = (oc, OA) == (2m).
On se place dans un repére orthonormé direct (O, €7, e3), et on note a, b et c les affixes des

points A, et C.

1. Soient A;, B, et C les points d’affixes a; = \%7 b = %, c = ﬁ
Montrer que A; B;C; est un triangle équilatéral de centre O et que 'on a : a; + b1+ ¢, = 0.

2. Soit M un point d’affixe z. On pose :
Si=lz—al+|z=b+]z—cl et Ss=l|a(z—a)+bi (z—b) + (2 — )|

a. Montrer que Sy = |a| + |b| + |¢].
b. Montrer que S, < 5.
En déduire une solution du probléme et la valeur du minimum de M A+ MB + MC.

3. On s’intéresse a la réciproque.

a. Soient z; et zo deux nombres complexes non nuls. Montrer que :

|21 + 22| = |z1| + |22] <= 21 et 23 ont méme argument.
b. Soient n nombres complexes tous non nuls 2y, ..., z,. Montrer par récurrence sur n
que :
|21+ 20+ ...+ 2| = 21| + 22| + ... + 20| <= 21, 29, ..., 2, ONt MEme argument.

c. En déduire que le point M d’affixe z vérifie : |z — a|+ |z — b|+ |z — ¢| = |a|+|b| +|¢]|
(i.e. M est solution du probléme) ssi :

(3A.NB) = (MB,3C) = (3MC., MA) = %” (2m). (1)

4. On construit a lextérieur du triangle ABC' les triangles équilatéraux AIB, BJC et
CKA.

Montrer que les cercles circonscrits & ces trois triangles sont concourants en un point M
vérifiant la relation (1) (M est donc la solution du probléme) (utiliser le théoréme de cocyclicité).

— —_— — —_— — — —_— —— —_— —
OA = |a|OA, OB = |b| OB, et OC = |¢| OC; donc (OAI, 031) = (OA OB) (2),
—_— —_— — —_— —_— — —_— —— —_—
(031,001) = (OB,OC) (27) et (001,0/11) = (OC, OA) (27) donc (0A1,031> —_ (031,001) =
) %’r (27). De plus OA; = OB; = OC; = 1, donc par la rotation de centre O



et d’angle %’r on a donc A; — By, By — C; et C; —— A;. Comme une rotation est une

isométrie on a donc Ay B; = B1C} = C1A;. Le triangle A; B,C} est donc équilatéral.
Autre solution : O est le centre du cercle circonscrit au triangle A; B;C;. D’aprés le théoréme

de I'angle au centre on a <CTAI,C’1—B1>) = (/TB{,%TC’I) = (Bl—C’i,Bl—AD = % (m) d'ou le

résultat.

D’autre part O est le centre du cercle circonscrit au triangle A; B;C donc c¢’est aussi son cen-

tre de gravité (car ce triangle est équilatéral), donc zp = “1“’% =0, d’ou ’al +b;4+c¢,=0 ‘
2. a. Ona S = [(ar+b1+c1)z— (@a+bb+cic)]. Orar+bi+e=ar+b+c1 =0
et ata = {7 = % = |a| et de méme bib = |b| et G = |c|, d’ou | Sy = |a| + |b] + |c]|.

2. b. D’aprés I'inégalité triangulaire on a : Sy < [ay (z — a)| +|b1 (z — b)| + |e1 (2 — ¢)], soit
So < |z—a|l+|z—bl+ |z —¢|, car |a1| = |b1| = |c1| = 1.

D’apres 1/ a/ cette inégalité s’écrit : |a| + 0] + || < |z —a| + |z — 0] + |z — (|-

Pour tout point M du plan d’affixe z cette inégalité se traduit par : OA + OB + OC <
MA+ MB + MC, donc le point O est une solution du probléeme.

La valeur minimale de M A+ M B+ MC quand M est dans le plan est donc OA+OB+0C =
|al + [b] + |c.

3. a. On procede par équivalences : |21 + 25| = |21| 4 | 2] <= |21 + 22> = (J21] + |22])?

= (n+2) (@ F ) =|al’+ |2 +2|a] |2 soit : |2]> + |2 + 2175 + 27 = |al +
|20]* + 2|21 . | 22|, ou encore : 2175 + 2077 = 2|21| . | 22|, ce qui sécrit : 2Re (2173) = 2|21 . | 2],
soit Re (z122) = |21] . | 22|

Posons z; = 11€'® et 2y = rye’® avec 11 et 7o > 0. L’égalité précédente est équivalente

Re (r172¢"@=%)) = ryry, soit €= =1 ou encore & cos (o« — 8) = 1 soit a — 3 = 0 (27), i.e.
21 et zo ont méme argument.

3. b. On raisonne par récurrence sur n. Soit la propriété :
P(n):"V(z1,...,2,) €C" |21+ ...+ 2| = |z1|+. . . |2a] <= 21,..., 2, ont méme argument”).

La propriété P (2) est vraie pour n = 1 et pour n = 2 d’apres la question précédente.
Supposons la propriété vraie au rang n et soient n+1 nombres complexes non nuls 21, . . ., 2,11
tels que |z1 4+ ...+ zpi1| = |21 + - - - |2na1|. D’apres Uinégalité triangulaire on peut écrire :

214+ o 21| <z 2] 2] <l -zl -

Comme le premier et le troisieme membre de ces inégalités sont égaux, les trois membres le
sont.

L’égalité des deux premiers membres donne 2; + ... + 2,41 et 2,41 on méme argument
(car P (2) est vraie), et 'égalité du deuxiéme et troisiéme membre donne |23 + ...+ z,| =
|21| + ... |2nl, donc 21, 29,..., 2, ont méme argument (hypothese de récurrence). Posons z, =
e’ (ry > 0)pour 1 <k <mn. Onaz +...+ 2, = (r;+---7r,) e donc z,,1 a aussi «
pour argument. Ainsi zq,..., 2,1 ont tous méme argument «. Réciproquement si z1,..., 2,11
ont méme argument on voit facilement que |z; + ...+ z,11] = |21 + ... |2n+1|. La propriété
P (n+ 1) est donc vraie.

Conclusion : P (n) est vraie pour tout entier n supérieur ou égal a 1.

_ —— _— — —_ —
3. c. Si M veérifie (MA,MB) = (MB,MC’) = <MC’, MA) = 2?” (2m) alors M est
solution du probléme d’apres les questions précédentes donc M A+ M B+ MC = |a| + |b] + |¢|

(2/b/) soit |z —a| + |z — b| + |z — ¢| = |a] + |b] + |¢|.



Réciproquement si 2 vérifie : |2 —al+ ]z — b[+ ]2 — ¢[ = |a[+[b| +|c| on a [z — a| + [z — b +
|z —c| = |a1(z — a) + by (z — b) + ¢1 (2 — ¢)|(dapres 2/ a/) ce qui sécrit aussi [a7 (z — a)| +
b1 (z=b)| + e (z— o) =|ai(z—a) + by (z = b) + 1 (2 — c)‘_(car |@1| = |bi| = |e1]). D’apres
la question précédente cela équivaut & arg (@ (z — a)) = arg (by (z — b)) = arg (c7 (2 — ¢)) (2m).
On a donc arga; + arg (2 —a) = argb_1 + arg (z — b) (2m) donc arg (z — b) — arg (z —a) =

arga; — argby (2m) = —arg 2 bi =arg 2 L (2m) (car argz = —argz) d'ol arg (22) = arg & L (2m),

ce qui s’écrit : (AM, BM) = (OAl,OBl) = 2 (2m), ou <W, ]\TB) = 27 (2m).

_ — _ —
De méme on démontre que (MB,MC’) = <MC’, MA> =20 (2m).
4. D’aprés 4/ ¢/ on a (OA OB) = 2 (27) , donc <O—),OB =—I(m (F-7m=-3)

Comme (IA ]B) =-%(m)ona (OA, OB) = (I—/Zl, I—§> () donc les points O, A, B, I sont
cocycliques ou alignés. Comme O, A et B ne sont pas alignés alors O, A, B, I sont cocycliques.
De méme les points O, B, C, J et O, C, A, K sont cocycliques.

Remarque : réciproquement on admet que si les trois cercles circonscrits aux triangles
AIB,BJC et CK A sont concourants en un point intérieur au triangle ABC' (ce qui est le cas
si ses angles sont inférieurs & 2 %) ce point minimise la distance M A+ M B + MC.



