
Partie 1.

1. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n il existe un polynôme Un à
coe¢ cients réels tel que :

8� 2 R; sin [(n+ 1) �] = sin (�)� Un (cos �) . (1)

(On pourra utiliser la relation : sin (a+ b) + sin (a� b) = 2 sin (a) cos (b) valable pour tout
réels a et b).

Montrer que :
8n � 1; Un+1 (X) = 2XUn (X)� Un�1 (X) : (2)

Calculer U0; U1; U2 et U3.

2. Montrer que pour tout entier naturel n il existe un unique polynôme Un véri�ant (1).
3. En utilisant la relation (2) montrer que Un est de degré n.
Calculer le coe¢ cient du terme de plus haut degré de Un.

4. Montrer que Un possède n racines réelles x1; x2; : : : ; xn distinctes deux à deux dans
l�intervalle [�1; 1].
5. Pour n � 1 donner la décomposition de Un en produit de polynômes de degré 1 dans

R [X] en fonction de x1; x2; : : : ; xn.

Partie 2.

On pose, pour tous polynômes P et Q de R [X]:

hP;Qi =
Z 1

�1
P (t)Q (t)

p
1� t2dt.

6. Montrer que l�application (P;Q) 7�! hP;Qi de R [X]� R [X] est un produit scalaire de
R [X].
(On montrera en particulier avec soin que cette application est dé�nie).

7. Pour p et q entiers naturels distincts exprimer hUp; Uqi sous forme d�une intégrale de la
variable t.
En posant t = cos (x) avec x 2 [0; �] dans cette intégrale, montrer que hUp; Uqi = 0
(on pourra utiliser 2/ et la relation 2 sin a sin b = cos (a� b)� cos (a+ b), valable pour tous

réels a et b).

Que peut-on dire du système (Uk)k2N ?

8. En s�inspirant de 6/ calculer kUnk pour n 2 N.
En déduire un système orthonormé de R [X].

Correction :
Partie 1.
1. Soit la propriété P (n) : "8� 2 R; sin (�)� Un (cos �) = sin [(n+ 1) �] ".
P (0) et P (1) sont vraies avec U0 = 1 et U1 = 2X (car sin (2�) = 2 sin � cos �).

Supposons P (n) vraie pour tout entier k inférieur ou égal à n (entier �xé � 1).
D�après la formule rappelée dans l�énoncé on a, pour tout réel � :

sin [(n+ 2) �] + sin (n�) = 2 sin [(n+ 1) �] cos (�) ;

donc, d�après l�hypothèse de récurrence : sin [(n+ 2) �]+sin (�)�Un�1 (cos �) = 2Un (cos �) sin (�) cos (�).
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On a donc : sin [(n+ 2) �] = sin (�) [2Un (cos �) cos (�)� Un�1 (cos �)], soit sin [(n+ 2) �] =
sin (�)Un+1 (cos �) avec Un+1 (X) = 2XUn (X) � Un�1 (X), qui est bien un polynôme à coe¢ -
cients réels. Donc P (n+ 1) est vraie.

Conclusion : d�après le principe de récurrence (forte) on a P (n) vraie pour tout entier
naturel n.

De plus le raisonnement précédent montre que 8n � 1; Un+1 (X) = 2XUn (X)� Un�1 (X) .
2. Supposons qu�il existe un polynôme Vn véri�ant (1).
Alors, pour tout réel � 6� 0 (�) on a Un (cos �) = Vn (cos �).
Les polynômes Un et Vn coïncident en un in�nité de points ils sont donc égaux.

Conclusion : il existe un unique polynôme Un véri�ant (1).

3. Soit la propriété P (n) : "Un est de degré n et son terme de plus haut degré est 2n".
P (0) et P (1) sont vraies.
Supposons P (n) vraie pour tout entier k inférieur ou égal à n (entier �xé � 1).
On a Un+1 = 2XUn�Un�1 (X) et d� (Un) = n (donc d� (2XUn) = n+1) et d� (Un�1) = n�1

donc d� (Un+1) = n+ 1.
Le coe¢ cient du terme de plus haut degré de Un+1 s�obtient alore en multipliant par 2 celui

de Un donc il est égal à 2n+1.
Conclusion : d�après le principe de récurrence (forte) on a P (n) vraie pour tout entier

naturel n.

4. On a sin [(n+ 1) �] = 0() (n+ 1) � � 0 (�)() � = �k =
k�
n+1

(k 2 Z).
On a donc : 8k 2 Z; sin (�k) � Un (cos (�k)) = 0 d�après (1). Pour k = 1; 2; : : : ; n on a

�k 2 ]0; �[ donc sin (�k) 6= 0, d�où Un (cos (�k)) = 0.
Les réel xk = cos (�k) pour k 2 f1; 2; : : : ; ng appartiennent à l�intervalle [�1; 1] et sont

distincts deux à deux (car la restriction de cos à [0; �] est injective). Comme Un est de degré
n, Un a au plus n racines; les réels xk = cos

�
k�
n+1

�
sont donc toutes les racines de Un.

Conclusion : les réel xk = cos (�k) = cos
�
k�
n+1

�
(k 2 f1; 2; : : : ; ng) sont les racines de Un

(car d�Un = n).
5. D�après 4/ on a : Un (X) = � (X � x1) : : : (X � xn).
Le terme de plus haut degré de Un est 2nXn (3/) et celui de � (X � x1) : : : (X � xn) est

�Xn, donc � = 2n.
Conclusion : 8n � 1; Un (X) = 2n (X � x1) : : : (X � xn) .
Partie 2.

6. On voit facilement que la forme (P;Q) 7�! hP;Qi est symétrique, bilinéaire, positive.

Véri�ons qu�elle dé�nie : si hP; P i = 0 alors
Z 1

�1
P (t)2

p
1� t2dt = 0. Comme l�application

t 7�! P (t)2
p
1� t2 est continue que [�1; 1] et positive alors on a 8t 2 [�1; 1] ; P (t)2

p
1� t2 =

0; soit P (t) = 0 pour tout réel de ]�1; 1[. Le polynôme P a une in�nité de racine il est donc
nul et donc la forme est bien dé�nie.
Conclusion : (P;Q) 7�! hP;Qi est un produit scalaire de R [X].

7. Pour (p; q) 2 N2 on a hUp; Uqi =
Z 1

�1
Up (t)Uq (t)

p
1� t2dt.

On pose dans cette intégrale t = cos x avec x 2 [0; �] donc dt = � sin xdx,
p
1� t2 = sinx

et on obtient : hUp; Uqi =
Z �

0

Up (cosx)Uq (cosx) sin
2 xdx =

Z �

0

sin [(p+ 1) x] : sin [(q + 1) x] dx,

d�après la question 2/. Comme 2 sin [(p+ 1) x] : sin [(q + 1) x] = cos [(p� q)x]�cos [(p+ q + 2) x],
on obtient : hUp; Uqi = 1

2

Z �

0

cos [(p� q)x] dx�
Z �

0

cos [(p+ q + 2) x] dx,
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soit hUp; Uqi = 1
2

h
sin[(p�q)x]

p�q � sin[(p+q+2)x]
p+q+2

i�
0
= 0.

Conclusion : hUp; Uqi = 0 pour p 6= q .
La famille (Uk)k2N est donc orthogonale.

8. Pour n 2 N on a kUnk2 = hUn; Uni =
Z 1

�1
Un (t)

2
p
1� t2dt. Le changement de variable

t = cos x donne comme précédemment : kUnk2 =
Z �

0

sin2 [(n+ 1) x] dx.

On linéarise : sin2 [(n+ 1) x] = 1�cos[2(n+1)x]
2

, d�où kUnk2 =
Z �

0

1�cos[2(n+1)x]
2

xdx =
h
x
2
� sin[2(n+1)x]

2(n+1)

i�
0
=

�
2
, donc kUnk =

p
�
2
.

Le système
�

Uk
kUkk

�
k2N

=
�q

2
�
Uk

�
k2N

est donc un système orthonormé de R [X].
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