Le probleme est d’étudier I’équation fonctionnelle :

Ve € R, f(z) = f(p(r)) (1)

ol ¢ est une fonction continue sur R donnée et I'inconnue une fonction f continue sur R.
On désigne par £ () I'ensemble des fonctions continues f vérifiant (1).

Dans la partie I on étudie le cas ot ¢ est la fonction affine définie par ¢ () = ax + b.
Partie I : fonctions continues vérifiant f () = f (ax + b)

Pour a et b réels avec a # 0 on pose dans cette partie ¢ () = ax + b.

On se propose donc de déterminer I'ensemble £ (¢) des fonctions f continues sur R tels que
Ve eR, f(z) = f(ax +b).

1. Dans cette question on considere le cas ou a = 1.

a. Dans le cas ot b # 0, donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'une appli-
cation f de R dans R appartienne a & ().
b. Soit w un réel non nul.
A quelle condition portant sur w, la fonction : ¢ : z —— cos (wz) appartient-elle & I’'ensemble
E(p)?
2. Dans cette question on considére le cas ot a = —1.
a. Montrer que f € £(p) <=Vz eR, f (2 +2) = f (3 —2).
b. Interpréter graphiquement la condition précédente.
Dans les questions 3/, 4/, 5/ et 6/ suivantes on suppose que |a| < 1.
3. Montrer que ¢ a un unique point fixe L (i.e. L est 'unique réel tel que ¢ (L) = L).

Pour z réel donné on considére la suite récurrente (x,,) définie par :
ro=x et Yne Nz, =ax, + 0.

4. Montrer que la suite (2, — L) est une suite géométrique de raison a.

En déduire ’expression de x,, en fonction de a,n,z et L. Quelle est la limite de la suite
(@n) ?

5. Montrer que si f appartient & £ (p) on a: Vn € N, f (z,41) = f (z,), puis que f(z) =
f(L).

6. En déduire £ (¢) dans le cas ou |a| < 1.

Dans la question suivante on suppose que |a| > 1.

7. Montrer que si f appartient a € () on a :

vxeR,f(x)_f(f—9>.

a a

En déduire &€ (¢) dans le cas ou |a| > 1.
Partie II : une généralisation
Dans cette partie on suppose que la fonction ¢ vérifie la condition :
3k € [0,1] /¥ (z,y) €R?, |p(x) — ¢ (y)] < klz -yl (2)

8. Montrer que ¢ est continue sur R.



9. Montrer que pour tout réel x on a I’encadrement :
@ (0) —klz| < @(x) < @(0) +klzl.

En déduire les limites de la fonction z — ¢ () — & quand z tend vers +o0o ou —o0.

10. Montrer que ¢ a au moins un point fixe L.

Montrer que ce point fixe est unique.

On considére la suite récurrente (z,,) définie par o = 2 € R et, pour tout entier naturel n,
Tpi1 = @ (zn).

11. Montrer que pour tout entier naturel n on a :
’$n+1 — L| S k |xn — L’ .

En déduire que la suite (z,,) est convergente et préciser sa limite.
12. Soit f € € (¢). Montrer que pour tout entier naturel n on a f (x,) = f (L).
En déduire & (¢).[ex7.2014]

Correction :

Partie 1

1. a. f: R — R appartient & £ (¢) ssi f(x +b) = x pour tout réel x, ssi f est une
fonction périodique de période b.

b. La fonction ¢ appartient a & (¢) ssi cos|w (z + b)] = cos (wz) pour tout réel z, soit
cos [wz + wb] = cos (wx). Clest équivalent & dire que w est une période de cos, soit : Ik €

Z* Jwb = 2km, ou |w = T |,

2. a.Onafe&(p) <= VreR, f(—z+b) = f(z). Enposant z = 2—y c’est équivalent &

dire que pour tout réel y on a : f[— (%—y) —I—b] :f(g—y),soit: VyeR,f(%qu) :f(g—y) .

b. La relation précédente est équivalente a dire que la graphique de la fonction f est
symétrique par rapport & la droite verticale d’équation = = b/2.

3. On a z point fixede p <= ¢ (z) =rx <= ar +b=x <= (1 —a)x = b. Comme a # 1

c’est équivalent a dire que = = 1L La fonction ¢ a donc un unique point fixe | L = 2 |
—a l1—a

4. Pour tout entier naturel n on a x,,1 — L = ax, + b — (aL +b) (car L = aL + b), soit
Tps1 — L =ax, —al = a(zx, — L), donc la suite (x, — L) est une suite géométrique de raison
a.

On adonc: Vne Nz, — L =a"(zo— L), soit |Vn € Nz, =a" (x — L)+ L|

Comme a" — 0 (car |a] < 1) on a |lim (z,) = L|

5. Si f appartient & £ () on a pour tout entier naturel n : f(ax, +b) = f(x,), soit
[ (@ns1) = [ (zn)

La suite (f (z,)) est donc constante, soit : Vn € N, f (z,) = f (z0) = f ().

Quand n tend vers 'infini on a (z,) — x donc f (z,) — f (z) (car f est continue en z).
En faisant tendre n vers l'infini dans la relation f (z,) = f (z) on a donc |L = f (x)|.

6. D’apres la question précédente, si f appartient a £ (@) alors f est constante.

Réciproquement (synthése) si f est constante alors il est clair que f vérifie (1).

Conclusion : on a donc & () = ensemble des fonctions constantes sur R.

7. Si f appartient a € () on a f (ax +b) = f (x) pour tout réel x, donc, en remplacant x
par £ — b on obtient : f[a(§—9)+b} :f(z—g),soit VxGR,f(x):f(z—Q) .

a a a a a a
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La relation précédente montre que f appartient & € (@), ¢ étant la fonction affine définie

par ¢ (z) = £ — % Comme |1| <1 (car |a| > 1) on a f = constante d’aprés la question 6/.
Comme en 6/ on en déduit que € (p) = ensemble des fonctions constantes sur R.
Partie 11
8. Soit a un réel donné. D’aprés (2) on a Vo € R, |p (z) — ¢ (a)| < k|x — al.
Quand x tend vers a on a |z — a| — 0 donc, d’aprés le théoréme de 'étau, lim |¢ () — ¢ (a)] =
0, soit ilgclfp (x) = ¢ (a). Par définition la fonction ¢ est continue en a. o

Donc ¢ est continue sur R.

9. D’apres (2) (avec y = 0) on obtient : Vo € R, |p(x) — ¢ (0)] < kx|, soit —k|z| <
p (1) —@(0) <klz|, ou: |Vz € R ¢ (0) — klz| < ¢ (x) < ¢ (0) + K|zl

Pour x positif on a donc : ¢ (x) —x < ¢ (0) + k|z| — 2, s0it ¢ (z) —2 < ¢ (0) — (1 —k)z

(car |z| = z, z étant > 0). Comme 1 —k > 0 on a p(0) — (1 —k)=x > —ooona

¢ (x) —x — —oo| (théoréme de comparaison).
T—+00

De méme, si z est négatif on a ¢ (z) —x > ¢ (0) —k|z| —x soit p () —z > ¢ (0)— (1 — k) x
(car |z| = —z, x étant < 0). Comme 1 —k > 0 on a ¢(0) — (1—k)z — 400 on a

Tr——00

o(x)—x — Ho0|

r——00

10. Comme ¢ (z)—x — —ocona: 3b € R, /¢ (b)—b < 0et comme ¢ (z)—zx — —+00,

JdaeR_/p(a)—a> 0. S:.Eoi‘ﬁ; fonction ¥ définie sur R par ¥ (z) = ¢ (z) — x. T

U est continue sur R comme différence de deux fonctions continues et ¥ (a) > 0 et ¥ (b) < 0,
donc, d’aprés le théoréme de la valeur intermédiaire : 3L € [a,b] /¥ (L) = 0, donc 3L € R,
¢ (L) = L.

Si L' est un autre point fixe on a, d’aprés (2) : |¢ (L) —¢(L)| < k|L —L'|. Comme
o(L)=Leto(L')=L onobtient : |L—L'| <k|L— L', soit (1—-k)|L— L' <0. Comme
1—k>0onadonc |L—L'|<0donc|L—L|=0,doaL=L".

Conclusion : ¢ a un unique point fixe L.

11. D’apreés (2) on a, pour tout entier naturel n : | (z,,) — ¢ (L)| < k|z,, — L| (avec z = x,
et y = L), soit |Vn € N, |z, — L| < k|z, — LI||

Par une récurrence aisée il vient : [Vn € N, |z, — L| < k" |zo — L] |.

On a donc 0 < |z,, — L| < k™ |z — L| pour tout entier naturel n et k" — 0 (car k € [0, 1]),

donc, d’aprés le théoreme de I’étau, on a |z, — L| — 0 soit | lim z, = L|.
n—-4o0o

12. Pour f € £ (p) et tout entier naturel n on a f (¢ (x,)) = f(x,), soit f (Tni1) = f (z,).
La suite (f (z,)) est donc constante donc f (z,) = f (z¢) = f (z) pour tout entier naturel n.
En faisant tendre n vers l'infini on obtient f (L) = f(z). Donc f est constante et comme en
6/ on en déduit que £ (¢) = ensemble des fonctions constantes sur R.



