MATHS SUP Lycée Laetitia-Bonaparte Ajaccio
PTSI TD POLYNOMES (2) Feuille n 26

1. Montrer que si deux polyndémes coincident en une infinité de points alors ils sont
égaux.
2. Montrer que pour tout entier naturel n il existe un unique polynéome @,, € R [X] tel que
pour tout réel 0 € |0, 7| :
sin[(n+ 1) 6]
sin ¢

= @ (cosh).

3. Etudier le degré, le terme de plus haut degré et la parité de @,,.

Montrer que posséde n racines réelles distinctes deux a deux. En déduire la factorisation de
(), en produit de polynomes de degré 1 dans R [X].

11| Soit ¢ I'application de R, [X] dans R? définie par

VP € Ry[X], ¢ (P) = (P(~1),P'(-1), P (1)).

1. Montrer que ¢ est linéaire. Préciser son noyau, une base du noyau et le rang de .
(On utilisera les racines de P et leur multiplicité).
Que peut-on en déduire pour ¢ ?

2. Calculer directement I'image de . Quelle est 'image de ¢ 7

I1I| Arithmétique dans K [X]

1. Comme dans Z on définit le pged de deux polynoémes non nul P et () : c’est un polyndéme
D de degré maximum tel que D divise P et (). Il est défini & une constante multiplicative prés.

On peut utiliser I'algorithme d’Euclide pour calculer le pged de deux polyndémes :
Ezemple : trouver le pged de :

A=X*—4X34+9X%2 - 10X +4et B=2X%— X2 -4X +3.
Remarque : un polynome @ divise A et B ssi il divise PGCD (A, B).
2. Théoréme de Bezout : en utilisant I’algorithme d’Euclide on montre comme dans 7Z

que deux polyndémes A et B sont premiers entre eux (c’est a dire que leur pged est égal a 1 ou
a une constante non nulle) ssi il existe deux polynémes U et V' tels que :

1 =AU + BV.

Trouver deux tels polynémes pour : A = X3 4+2X2 4+ X —let B= X3+ X2 - X —1.

3. Applications de Bezout : on déduit du théoréme de Bezout :
a/ si A divise BC et si A est premier avec B alors A divise C' (théoréme de Gauss)
b/ si A est premier avec B et C' alors il est premier avec BC.
c/ si A et B divisent C et si A et B sont premiers entre eux alors AB divise C.

Application : si P a pour racines oy, qs...,q, (distinctes deux a deux) de multiplicité
q

respectives ki, ..., k, alors P est divisible par H (X — ai)ki.
i=1

1



IV | Relation entre coefficients et racines

1. Soit P = aX? + bX + ¢ (avec a,b,c complexes, a # 0). Montrer que les complexes

b c
x1 et xo sont racines de P ssi |zq 4+ 129 = —— et 2129 = —|. On a alors : aX? +0X +c¢ =
a a

a(X —z1) (X — z9).
Ezemple : résoudre sans calculs I’équation : 222 — 2 — 3 = 0.

De méme les complexes 1, Ty et x5 sont racines de P = X2 + a2 X2 + a1 X + ag ssi z1 +
3 3 0

To + T3 = —Q2, T1Tg + T1T3 + T2T3 = Qq et T1T2x3 = —AQAy. Alors X3 + a2X2 + CL1X +ag =
(X - 1’1) (X - .I'Q) (X - 333).
2. Cas général : soit un polynome P = X" + a, 1 X" '+ ...+ ag et 21, a,..., T, SES N

racines (complexes), chacune d’elle étant écrite autant de fois que son ordre de multipliciteé.
Onadonc: P=X"+a, X" '+ .. +ay=(X—2)(X —22)...(X —x,).
En développant et en identifiant les coefficients on trouve :

g1 = g Ty = —0p_1,
Oy = E Tilj = Qp—2,

1<j

g3 = E TiXjT = —An—2,
i<j<k

o, = Ha:i:(—l)nao

i=1
On a donc

X" +a, 1 X" tag = (X —2)(X —29)..(X — 1)
X" = o X" 4 0o X" 4 L (1),
Réciproquement si les nombres x1, Ts,. .., z, vérifient les relations (*) précédentes alors ils
sont racines du polynéome P = X"+a, 1 X" '+.. . +ag= X"—1 X" 140, X" 2. .+(=1)"0,.

01,09,...,0, sont appelées fonctions symétriques des racines de P.

3. Exemples et applications :
a. Soient a, b et c les racines de 2° + px + ¢. Calculer en fonction de p et ¢ :
1 1 1
a2+ 4+ -+ -+ = ad+ b+
a b ¢

Soit I’équation X3 —2X2+ X +1 = 0 et x1, 7o et 3 ses racines (réelles ou complexes); former

1 1

une équation du troisiéme degré ayant pour racines z7, r3, z3. Méme question avec —, —, —.

r1 T9 T3
r+y+z =1

3 2+y2+22 = 9 :

b. Résoudre le systéme dans C° : 11 1 (prendre pour inconnues o; =

a4 =1
x Yy z

r+y+z, 00 =10y+yz+axz et o3 =1xyz).



