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PTSI TD Polynomes de Lagrange

But du problème : approcher une fonction f sur un intervalle [a; b] par une fonction
polynôme.
Plus précisément on choisit une subdivision de n + 1 points �0; �1; : : : ; �n de [a; b] et on

considère le polynôme P 2 K [X] de degré� n (dont on établit l�existence et l�unicité) qui prend
les même valeurs que f en ces points. On donne ensuite une majoration de sup

x2[a;b]
jf (x)� P (x)j.

Dans les quatre questions suivantes on considère n + 1 scalaires distincts deux à deux
�0; �1; : : : ; �n et n+ 1 scalaires quelconques v0; v1; : : : vn.
On considère le problème suivant :

Trouver les polynômes P de Kn [X] véri�ant P (�i) = vi pour 0 � i � n. (*)

1. Montrer que si P existe il est unique.

2. Soit � l�application de Kn [X] dans Kn+1dé�nie par :

� : Kn [X] �! Kn+1

P 7�! (P (�0) ; : : : ; P (�n))
.

a. Montrer que � est linéaire et injective. Que peut-on en déduire pour � ?

b. En déduire qu�il existe une unique solution au problème (*).

c. Ecrire la matrice de � dans les bases canoniques de Kn [X] et de Kn+1.

3. Trouver les polynômes Li (pour i 2 f0; : : : ; ng) tel que

Li (�j) =

�
1 si j = i
0 si j 6= i

En déduire la solution du problème (*) (chercher P comme combinaison linéaire des Li).

4. Que peut-on dire de la famille (Li) (0 � i � n) pour l�espace vectoriel Kn [X] ?

Soit f une fonction dé�nie sur l�intervalle I = [a; b] et n + 1 points �xés de I et deux à
deux distincts �0; �1; : : : ; �n. L�unique polynôme Pn de degré � n tel que Pn (�i) = f (�i)
pour tout i de f0; : : : ; ng s�appelle polynôme d�interpolation de Lagrange de f relativement à la
subdivision (�i)0�i�n.

5. On suppose f de classe Cn+1 sur I. Montrer que si Mn+1 = sup
x2[a;b]

��f (n+1) (x)�� on a pour
tout x de I :

jf (x)� Pn (x)j �
Mn+1

(n+ 1)!
j(x� �0) (x� �1) : : : (x� �n)j .

(Indication : pour x �xé distinct de �0; �1; : : : ; �n considérer l�application ' (t) = f (t) �
Pn (t)�k (t� �0) (t� �1) : : : (t� �n), k étant choisi tel que ' (x) = 0, et montrer que ' s�annule
n+ 2 points distincts).
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