
MATHS SUP Lycée Laetitia-Bonaparte Ajaccio

PTSI Colles Mines

1 Résoudre dans R l�inéquation :
p
x2 + 2x � 1� x.

2 Démontrer : 8n 2 N�;
���� nP
k=1

(�1)k sin
�
�
6k

����� < 1.
3 Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b] (a et b réels) telles que,

pour tout x de [a; b] on ait : 0 < f (x) < g (x).

Etudier la suite (xn) dé�nie pour tout n par xn =
�
f(x)
g(x)

�n
(avec x 2 [a; b] donné).

4 Soit f une fonction de R dans R de période T > 0 telle que lim
x�!+1

f (x) = l 2 R. Montrer
que f est constante.

5 Soit la fonction f dé�nie sur [0;+1[ par f (x) = x sin
�
1
x

�
.

1. Etudier si f est prolongeable par continuité en 0. Si oui ce prolongement est-il dérivable
en 0 ?

2. Développement limité de f en x0 = 1 à l�ordre 2.

6 Soit J (x) =
R �
��

d�
1+cos � cosx

.

1. Montrer que J est dé�nie ssi x n�est pas un multiple de �.
2. Calculer J (x).

7 Montrer que
R �=2
0

sin t
sin t+cos t

dt =
R �=2
0

cos t
sin t+cos t

dt = �
4
.

8 Etude aux bornes de son ensemble de dé�nition de f (x) = (x� 1)2 e1=x
x
.

9 Calculer les limites : a. lim
x!+1

�p
x3 + ax2 + x+ 1�mx

p
x+ 2

�
; b. lim

x!0

2(1�cosx) sinx�x3(1+x2)
1=4

sin5 x�x5 .

10 Etudier la parité de l�application x 7�!
R 3x
x
et
2
dt .

11 Soit la fonction F : x 7�!
R x2+1
x

dt
t ln t

.

1. Montrer que F est de classe C1 sur ]1;1[ et calculer F 0.
2. En déduire une expression simpli�ée de F (x).

12 Soit f une fonction continue sur [a; b] telle que
R �
�
f(t)dt = 0 pour tout (�; �) 2 [a; b].

Montrer que f est nulle sur [a; b].

13 Etudier et tracer le graphique de la fonction f dé�nie par f (x) = e�1=x (x�1)
x

2
.

14 1. Donner le développement limité de arcsinx à l�ordre 5 en 0.
2. Donner le développement limité de f (x) = arctanx

arcsinx
à l�ordre 4 en 0.

15 Soit f de R2 [X] dans lui-même qui à P associe f (P ) = P (1�X).
Montrer que f est une symétrie et en préciser ses éléments caractéristiques.

16 Calculer
R

dx
1+sinx�cosx .
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17 1. Soit f une application de [0; 1] dans R continue telle que pour tout x dans [a; b],
f (x) = f (a+ b� x). Montrer que

R b
a
xf(x)dx = a+b

2

R b
a
f(x)dx .

2. Calculer
R �
0

x sinxp
1+cos2 x

dx.

18 Pour tout n 2 N on pose In =
R 1
0

dx
(1+x3)n

.

1. Calculer I0 et I1.
2. Trouver une relation entre In et In+2. En déduire I2.

19 Soit f une application continue de [0; 1] dans R et pour n 2 N�, un =
R 1
0
tnf(t)dt.

1. Etudier la convergence de (un).

2. Calculer
R 1
0
(n+ 1)tndt.

3. Déterminer la limite de ((n+ 1)un) et trouver un équivalent de (un).

20 Etudier la suite (In) dé�nie pour tout n 2 N par In =
R 1
0
xn dx
1+x2

. Donner un développe-
ment limité en 1=n à l�ordre 2 au voisinage de +1 (on pourra utiliser des intégrations par
parties).

21 Pour n 2 N� on pose un = n
�
n
p
3� 1

�
. Donner la limite l de (un) et trouver un

équivalent de (un � l).

22 1. Pour tout n 2 N montrer que
�
1 +

p
2
�n
+
�
1�

p
2
�n 2 Z. Quelle est sa parité ?

2. On pose un = sin
�
�
��
1 +

p
2
�n��

. Trouver la limite de (un) et en trouver un équivalent.

23 Déterminer lim
n�!+1

nP
k=2

ln
�
1� 1

k2

�
.

24 Trouver la limite des suites (un)) et (vn) dé�nies par

1. un =
nQ
k=1

�
1 + k2

n2

�1=n
; 2. 1

n2

nP
k=0

k sin
�
k
n

�
.

25 Pour n entier naturel � 3 et x réel positif on pose gn (x) = xn + nx� 1.
1. Montrer qu�il existe un unique un 2 R+ tel que gn (un) = 0.
2. Etudier la convergence de la suite (un).

26 Etudier la suite (un) dé�nie par un =
R �=4
0

tann x dx .

27 On pose pour n 2 N : In =
R 1
0
tn�t2n
1�t dt .

1. Etudier l�existence de In pour n 2 N.
2. Déterminer la limite de la suite (In).

28 Etudier la suite (un) dé�nie par u0 � 0 et pour tout n 2 N, un+1 = ln (1 + un).

29 Etudier la suite complexe (zn) dé�nie par z0 2 C et, pour tout entier naturel n :
zn+1 =

z2n
1+jznj2

.

30 Résoudre les équations di¤érentielles : 1. xy0 + y = 2xp
1�x4 ; 2. (1 + x

2) y0 + 2xy = 1
x
;

3. x2y0 + (2x� 1) y = 0; y-a t�il des solutions dans R ?; 4. y"� 3y = sinx; 5. y" + 6y0 + 9y =
e3x + 2e�2x; 6. y" + y = e�jxj; 7. y" + y = cos3 x; 8. (1� x2y0) + xy = 1.
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31 En utilisant la formule de Taylor-Lagrange montrer que pour tout réel x � 0 on a :

0 �
p
1 + x� 1� x

2
+
x2

8
� x3

16
.

32 Montrer que pour tout x de ]0; 1[ on a arcsinx < xp
1�x2 .

33 Soit Pn (x) = xn+2 � 2x+ 1 (n 2 N�).
1. Combien le polynôme Pn a-t-il de racines dans ]0; 1[ ?
2. Pour n 2 N� soit cn une racine de Pn dans ]0; 1[. La suite (cn) a-t-elle une limite quand

n tend vers l�in�ni ? Si oui la calculer.

34 Soit le polynôme P = X3 + 2X � � et a, b et c ses trois racines complexes (distinctes
ou non). Calculer : 1. S1 = a+ b+ c; 2. S2 = 1

a
+ 1

b
+ 1

c
; 3. S3 = 1

a2
+ 1

b2
+ 1

c2
.

35 1. Montrer que P (X) = X2n�1
X2�1 est un polynôme. Trouver ses racines. Le développer

et le factoriser dans R [X] et dans C [X].

2. Calculer
n�1P
k=0

sin
�
k �
n

�
.

36 Soient les polynômes P = X2�4X+5 et Q = X3�(1 + i)X2�3X+3� i. Déterminer
les racines communes de P et Q.

37 Trouver les entiers naturels n tels que X2 +X + 1 divise (Xn + 1)n �Xn.

38 Soit A une matrice carrée d�ordre 2 telle que A2 = 0. Montrer que pour tout n 2 N on

a (A+ I2)
n = I2 + nA. Calculer Bn avec B =

�
3 4
�1 �1

�
.

39 Soit A une matrice carrée d�ordre n de coe¢ cients ai;j = i
j
. Ecrire A. Déterminer A2,

le rang et le noyau de A.

40 Soit A 2M (p; q) (ensemble des matrices à p lignes et q colonnes). Montrer que :

rg (A) � 1() 9 (U; V ) 2Mp;1 �Mq;1=A = U
tV .

41 SoitA etB deux matrices de type (n; n) telles queAB = 0. Montrer que rgA+rgB � n.

42 Soit A =

0@0 0 1
0 1 0
1 0 0

1A. Nature de l�endomorphisme de R3 associé:
Généraliser avec la matrice A =

0B@0 � � � 1
... � ...
1 � � � 0

1CA (n lignes et n colonnes).

43 Soit A =

0@1 1 0
0 1 1
0 0 1

1A. Calculer An.
44 Soit A (a) =

0@1� 2a a a
a 1� 2a a
a a 1� 2a

1A (a 2 R).
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1. Soit (a; b) 2 R2. Trouver c 2 R tel que M (a) :M (b) =M (c).

2. Donner une CNS pour que M (a) soit inversible. Calculer alors son inverse.

3. Déterminer a0 2 R tel que [M (a0)]
2 = M (a0). Nature de l�endomorphisme cononique-

ment associé à M (a0).

45 Soit � deR3 [X] dans lui-même qui à P associe � (P ) = P (X + 1)+P (X � 1)�2P (X).
Montrer que � est linéaire. Ecrire sa matrice dans la base canonique de R3 [X]. Déterminer

son noyau et son image.

46 Dans R2 on considère D = V ect ((1; 3)) et D0 = V ect ((�2; 4)).
1. Montrer que R2 = D �D0.

2. Déterminer dans la base canonique de R2 la matrice de la projection sur D parallèlement
à D0.

47 Dans R4 soit u = (�1; 1;�1; 1) et v = (1;�3;�1; 3). Trouver un système d�équations
cartésiennes de V ect (u; v) et trouver un supplémentaire de V ect (u; v) dans R4.

48 Soit E un K-espace vectoriel et f 2 L (E). Montrer que :

ker (f) \ Im (f) = f0Eg () E = ker (f)� Im (f) .

49 Soit E un K-espace vectoriel et f 2 L (E) telle que f 2 = �f .
1. Montrer que ker (f + Id) = Im f .
2. On suppose E de dimension �nie. Montrer que E = Im f � Im (f + Id).

50 Soit f un endomorphisme de E espace vectoriel de dimension n tel que f 3 = Id.

1. Montrer que Im (f � Id) � ker (f 2 + f + Id).
2. Montrer que E = Im (f � Id)� ker (f � Id).

51 Soit E = R4 [X].
1. Soient les polynômes Pk = (X � 1)k (k 2 N).
Montrer que (P0; P1; P2; P3; P4) est une base de E. Trouver la matrice de passage de la base

canonique (1; X;X2; X3; X4) à la base (P0; P1; P2; P3; P4).

2. Soient les polynômes Pk =
4Q

i=0;i6=k
(X � i) . Montrer que (P0; P1; P2; P3; P4) est une base

de E.

3. Soit F = fP 2 E=P (1) = P 0 (1) = 0g. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de
E.

4. Trouver une base de F .
5. Trouver une base d�un supplémentaire de F dans E.

52 Soit E l�espace vectoriel des fonctions continues de R dans R. Pour f 2 E on pose
T (f) = g, l�application g étant dé�nie, pour tout réel x, par : g (x) =

R x
0
t f(t) dt.

1. Montrer que T est un endomorphisme de E.
2. Déterminer kerT et ImT .

53 Soit a = 4
p
2 (�1 + i) . Ecrire a sous forme trigonométrique et résoudre l�équation

z3 = a (donner les solutions sous forme trigonométrique). Calculer cos 11�
12
et sin 11�

12
.
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54 Soit f dé�nie dans C� par f (z) = z � 1
z
.

1. Montrer que f est surjective mais non injective.
2. Déterminer l�image par f de U , ensemble des nombres complexes de module 1.
3. Déterminer l�image réciproque par f de l�ensemble des imaginaires purs.

55 Résoudre dans C l�équation : (1 + z)2n = (1� z)2n. Calculer le produit de toutes les
solutions non nulles de cette équation.

56 Soit u un complexe de module 1. On pose A (u) = (1 + u)n + (1 + u) et B (u) =
(1 + u)n � (1 + u).
1. Exprimer A (u) et B (u) sous forme d�une somme.
2. Calculer directement A (u) et B (u).
3. Soit n un entier naturel divisible par 4. Calculer :

n=2X
p=0

(�1)p
�
n

2p

�
.

57 Résoudre dans C2 le système

8<:
x+ y + z = 1
x2 + y2 + z2 = 0
1
x
+ 1

y
+ 1

z
= 1

.

58 Dans un repère orthonormé direct du plan trouver une équation cartésienne et polaire
de la conique de foyer F (2; 1), de directrice D : x = 5 et d�excentricité e = 2=3.

59 Identi�er la conique d�équation x2+ xy+ y2 = 1 (dans un repère orthonormé direct du
plan).

60 Tracer la courbe d�équation polaire r = 1+cos �
sin �

.

61 Etudier la courbe d�équations paramétriques :
�

x = t2 + 2
t

y = t+ 1
t

.
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