MATHS SUP Lycée Laetitia-Bonaparte Ajaccio
PTSI Colles INTEGRALES

Etudier la limite des suite (I,,) et (J,,) définies par I,, = fo ae " dy et J, = [ Sy,
Soit la suite (1,,) définie par W,, = fol sin” zdzx.

Montrer que (W,,) est convergente et trouver une relation de récurrence entre W,, et W, 1.

Soit f une fonction continue de R, dans R telle que :

E|/€>0/V£L‘20,f($)§k/xf(t)dt
0

Montrer que f est égale a la fonction nulle (indication : considérer la fonction ¢ définie par
x) = ek [Cf(t) dt

Soit f une fonction continue de [a,b] dans R telle que fab f(t)dt = M (b—a) ou M =

sup f(z). Montrer que f est constante sur [a,b] (indication : considérer la fonction ¢ définie
z€[a;b]

par ¢ (z) = M — f () sur [a, b]).

5] Soit f une fonction continue de [0, a] (a réel > 0 donné) dans R telle que ;' f(t) dt = “3
Montrer qu’il existe z¢ € [0,a] tel que f (xo) = x¢ (indication : considérer la fonctlon gp( ) =
f () —x).

@ Soit f — [0, 1] continue, différente de I’application nulle, telle que fol f(t)dt =
fo )? dt. Montrer que, pour tout x € [0,1], f (z) = 1.

7| Soit (1,,) la suite réelle définie par pour tout entier naturel n par I,, = fo "1+t dt.
1. Calculer Iy et I;.
2. Montrer que la suite (I,,) est décroissante. Que peut-on en déduire pour la suite (I,,) 7

3. Montrer que pour tout réel ¢ de [0,1] on a :

OS\/_—\/l—HS%(l—t)-

En déduire la limite de la suite (I,,) et celle de (nl,).
On pose I, = fol x™\/1 — xzdx pour n € N. Trouver une relation de récurrence entre I,,

et I,,1. En déduire le calcul de I,.
[9]Soit (1) 1a suite réelle définie par pour tout entier naturel n non nul par I,, = fo (1 — %)™ dt.
1. Calculer I,, sous forme d’un "sigma'".

2. Trouver une formule de récurrence entre [, et I, ;. En déduire, a I'aide du 1/, une
formule sommatoire.

1. Pour (n,p) € N* x N calculer I,,, = [ t*(Int)? dt.
2. Calculer fol tP(1 —t)? dt pour (p,q) € N2

1. Montrer que pour tout réel x de [O, %] ona: (0<tanz < %x.



En déduire que suite réelle (1,,) définie pour tout entier naturel n par I, = fow/ *tan" 2 dz
converge vers 0.

2. Montrer que pour tout entier naturel n, I,, + 1,0 = n+r1
En déduire un équivalent de (1,,) et la limite de la suite (u,,) définie pour tout entier naturel
n par
U :1—14—1—l + (=1
" 35 77 2n+1

Soit (1,,) la suite réelle définie par pour tout entier naturel n par I,, = fo /2 n cos (2t) dt.

Trouver une relation de récurrence entre I, et I,,_o pour n > 2.

Soit (1,,) la suite réelle définie par pour tout entier naturel n par I,, = /4 __dt

0 cos2ntl¢:

Trouver une relation de récurrence entre I,, et I,,_o pour n > 2. Calculer Iy et I;.

Soit la suite (I,) définie pour n € N* par [,, = & fol (1—2x)"e"du.

1. Calculer I;.

2. Etudier le sens de variation de (I,,) et sa convergence.

3. A Tlaide d’une intégration par parties, calculer I,,.; en fonction de I,,. En déduire une

expression de I,, en fonction de n.

4. Montrer que lim Z o=

n—oo fe—

Soit f la fonction définie par f (z) = ff *eost g

1. Montrer que f est paire.

2. Montrer que pour tout réel t > 0 on a 1 — % < cost < 1. En déduire la limite en 0 de
f.

3. Etudier les variations de f.

Soit f la fonction définie par f (z) = [ 5 = e dt.

1. Etudier I’ensemble de définition de f et son 51gne.

2. Etudier I’ensemble de continuité et de dérivabilité de f, calculer f’(x) et trouver le sens
de variation de f.

3. Calculer la limite de f en +ooc.
4. Montrer que In3 — f (z) = f;‘r 1= ' qt. Montrer que la fonction ¢ —
pour t > 0 et en déduire la limite en 0, de f.

1. Soit f une application de [a,b] dans R continue telle que pour tout = dans [a, b],
f(z) = f(a+b—x). Montrer que fab o f (z)de = “£2 fabf(z)dx

2. Calculer fo \/%

Soit f une application continue de [0, 1] dans R et pour n € N*, u,, = fol t"f(t)dt
1. Etudier la convergence de la suite (uy,).

2. Calculer fol (n+ 1) t"dt.

3. Déterminer la limite de la suite ((n + 1) u,) et trouver un équivalent de (uy).
Pour tout entier naturel p on consideére l'intégrale I, = 0 T fzda:

1. Calculer Ij et I;.

2. Calculer I, + I 12 en fonction de p et en déduire I et I3.

_t ,
te est bornée




3. Calculer la limite de la suite (1,,).

4. Au moyen d’'une intégration par parties, déterminer la limite de la suite (pI,) et en
déduire un équivalent de (I,).

Pour tout entier naturel non nul n on pose

1
I, = / (1— )" e *da.
0

1. Calculer [j et I;. Démontrer que la suite (I,,) est convergente (on ne demande pas ici de
trouver sa limite).

2. Montrer que : Vn € N*,0< [, < n%l Conclusion pour (I,,) 7

3. Déterminer une relation de récurrence entre 1,1 et I,,.

4. Déterminer les réels a et b tels que
a b 1
IL,=—+—+4o0(—=]).
n * n? * (77?)

On pose pour n € N: I, = 01 tnl__t:n dt.
1. Etudier I'existence de I,, pour n € N*,

2. Déterminer la limite de la suite (I,,).

1. Montrer que A = f01 In(1+t*)dt =In2—-2+73.

2. Pour tout entier naturel non nul n on considére la suite (u,) définie par u,, = f01(1 +
t2)1/ndt,

Montrer que pour tout n € N* on a : 1 < u, < 2Y". En déduire que (u,) est convergente
et trouver sa limite.

3. Montrer que pour tout réel u > 0 on a: [e* — 1 —u| < Lue".

4. Soit t un réel de l'intervalle [0, 1]. Montrer que :

21/n_ _l 2 L 2 ol/n
(147 1 nln(1+t) < 5 5(n2)%2

A
o

Trouver la limite des suites suivantes : 1. ) TLZLMZ ;2. o5 > Vk(n—k) ;
k=1

3. 1(V2+ VT4 o+ UF) 4 YT D (0D

1. Montrer que pour tous entiers naturels n non nul et k tel que 0 <k <n—1on a:

En déduire que la suite u,, — 1 est équivalente a

(k+1)m 2
|sin nx| de = —.
n

kx
n

2. Montrer que : Vn € N*, Vk € {0,...,n—1}:
(k+1)w

</ ' 2% sinnz| dr <
km

272 k2

2 (k+1)
n3 '

n3

3. En déduire que : Vn € N* :% < foﬂ 22 |sin nz| dz S%.
4. En déduire la valeur de lin}r o @* |sinnz|dx .



