
MATHS SUP Lycée Laetitia-Bonaparte Ajaccio

PTSI Colles Integrales

1 Etudier la limite des suite (In) et (Jn) dé�nies par In =
R 1
0
xne�x

2
dx et Jn =

R �
0
sinx
x+n
dx.

2 Soit la suite (Wn) dé�nie par Wn =
R 1
0
sinn xdx.

Montrer que (Wn) est convergente et trouver une relation de récurrence entre Wn et Wn+2.

3 Soit f une fonction continue de R+ dans R+ telle que :

9k > 0=8x � 0; f (x) � k
Z x

0

f(t) dt.

Montrer que f est égale à la fonction nulle (indication : considérer la fonction ' dé�nie par
' (x) = e�kx

R x
0
f(t) dt).

4 Soit f une fonction continue de [a; b] dans R telle que
R b
a
f(t) dt = M (b� a) où M =

sup
x2[a;b]

f(x). Montrer que f est constante sur [a; b] (indication : considérer la fonction ' dé�nie

par ' (x) =M � f (x) sur [a; b]).
5 Soit f une fonction continue de [0; a] (a réel > 0 donné) dans R telle que

R a
0
f(t) dt = a2

2
.

Montrer qu�il existe x0 2 [0; a] tel que f (x0) = x0 (indication : considérer la fonction ' (x) =
f (x)� x).

6 Soit f : [0; 1] �! [0; 1] continue, di¤érente de l�application nulle, telle que
R 1
0
f (t) dt =R 1

0
(f (t))2 dt. Montrer que, pour tout x 2 [0; 1], f (x) = 1.

7 Soit (In) la suite réelle dé�nie par pour tout entier naturel n par In =
R 1
0
tn
p
1 + t dt.

1. Calculer I0 et I1.
2. Montrer que la suite (In) est décroissante. Que peut-on en déduire pour la suite (In) ?
3. Montrer que pour tout réel t de [0; 1] on a :

0 �
p
2�

p
1 + t � 1

2
(1� t):

En déduire la limite de la suite (In) et celle de (nIn).

8 On pose In =
R 1
0
xn
p
1� xdx pour n 2 N. Trouver une relation de récurrence entre In

et In+1. En déduire le calcul de In.

9 Soit (In) la suite réelle dé�nie par pour tout entier naturel n non nul par In =
R 1
0
(1� t2)n dt.

1. Calculer In sous forme d�un "sigma".
2. Trouver une formule de récurrence entre In et In+1. En déduire, à l�aide du 1/, une

formule sommatoire.

10 1. Pour (n; p) 2 N� � N calculer In;p =
R 1
0
tn(ln t)p dt.

2. Calculer
R 1
0
tp(1� t)q dt pour (p; q) 2 N2.

11 1. Montrer que pour tout réel x de
�
0; �

4

�
on a : 0 � tan x � 4

�
x.
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En déduire que suite réelle (In) dé�nie pour tout entier naturel n par In =
R �=4
0

tann x dx
converge vers 0.

2. Montrer que pour tout entier naturel n, In + In+2 = 1
n+1
.

En déduire un équivalent de (In) et la limite de la suite (un) dé�nie pour tout entier naturel
n par

un = 1�
1

3
+
1

5
� 1
7
:::+

(�1)n
2n+ 1

:

12 Soit (In) la suite réelle dé�nie par pour tout entier naturel n par In =
R �=2
0

tn cos (2t) dt.

Trouver une relation de récurrence entre In et In�2 pour n � 2.

13 Soit (In) la suite réelle dé�nie par pour tout entier naturel n par In =
R �=4
0

dt
cos2n+1 t

.

Trouver une relation de récurrence entre In et In�2 pour n � 2. Calculer I0 et I1.
14 Soit la suite (In) dé�nie pour n 2 N� par In = 1

n!

R 1
0
(1� x)n exdx.

1. Calculer I1.
2. Etudier le sens de variation de (In) et sa convergence.
3. A l�aide d�une intégration par parties, calculer In+1 en fonction de In. En déduire une

expression de In en fonction de n.

4. Montrer que lim
n!1

nP
k=0

1
k!
= e.

15 Soit f la fonction dé�nie par f (x) =
R 3x
x

cos t
t
dt.

1. Montrer que f est paire.
2. Montrer que pour tout réel t � 0 on a 1 � t2

2
� cos t � 1. En déduire la limite en 0 de

f .

3. Etudier les variations de f .

16 Soit f la fonction dé�nie par f (x) =
R 3x
x

e�t

t
dt.

1. Etudier l�ensemble de dé�nition de f et son signe.
2. Etudier l�ensemble de continuité et de dérivabilité de f , calculer f 0 (x) et trouver le sens

de variation de f .

3. Calculer la limite de f en +1.
4. Montrer que ln3 � f (x) =

R 3x
x

1�e�t
t
dt. Montrer que la fonction t 7�! 1�e�t

t
est bornée

pour t > 0 et en déduire la limite en 0+ de f .

17 1. Soit f une application de [a; b] dans R continue telle que pour tout x dans [a; b],
f (x) = f (a+ b� x). Montrer que

R b
a
xf(x)dx = a+b

2

R b
a
f(x)dx .

2. Calculer
R �
0

x sinxp
1+cos2 x

dx.

18 Soit f une application continue de [0; 1] dans R et pour n 2 N�, un =
R 1
0
tnf(t)dt.

1. Etudier la convergence de la suite (un).

2. Calculer
R 1
0
(n+ 1) tndt.

3. Déterminer la limite de la suite ((n+ 1)un) et trouver un équivalent de (un).

19 Pour tout entier naturel p on considère l�intégrale Ip =
R 1
0

xp

1+x2
dx.

1. Calculer I0 et I1.
2. Calculer Ip + Ip+2 en fonction de p et en déduire I2 et I3.
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3. Calculer la limite de la suite (Ip).
4. Au moyen d0une intégration par parties, déterminer la limite de la suite (pIp) et en

déduire un équivalent de (Ip).

20 Pour tout entier naturel non nul n on pose

In =

Z 1

0

(1� x)n e�2xdx.

1. Calculer I0 et I1. Démontrer que la suite (In) est convergente (on ne demande pas ici de
trouver sa limite).
2. Montrer que : 8n 2 Nn; 0 � In � 1

n+1
. Conclusion pour (In) ?

3. Déterminer une relation de récurrence entre In+1 et In.
4. Déterminer les réels a et b tels que

In =
a

n
+
b

n2
+ o

�
1

n2

�
.

21 On pose pour n 2 N : In =
R 1
0
tn�t2n
1�t dt.

1. Etudier l�existence de In pour n 2 N�.
2. Déterminer la limite de la suite (In).

22 1. Montrer que A =
R 1
0
ln(1 + t2)dt = ln 2� 2 + �

2
.

2. Pour tout entier naturel non nul n on considère la suite (un) dé�nie par un =
R 1
0
(1 +

t2)1=ndt.
Montrer que pour tout n 2 N� on a : 1 � un � 21=n. En déduire que (un) est convergente

et trouver sa limite.
3. Montrer que pour tout réel u � 0 on a : jeu � 1� uj � 1

2
u2eu.

4. Soit t un réel de l�intervalle [0; 1]. Montrer que :�����1 + t2�1=n � 1� 1

n
ln
�
1 + t2

����� � 1

2n2
(ln 2)2:21=n

En déduire que la suite un � 1 est équivalente à A
n
.

23 Trouver la limite des suites suivantes : 1.
nP
k=1

k
n2+k2

; 2. 1
n2

nP
k=1

p
k(n� k) ;

3. 1
n

�
n
p
2 + n

p
4 + ::: + n

p
2n
�
; 4. 1

n
n
p
(n+ 1) (n+ 2) :::2n.

24 1. Montrer que pour tous entiers naturels n non nul et k tel que 0 � k � n� 1 on a :Z (k+1)�
n

k�
n

jsinnxj dx = 2

n
:

2. Montrer que : 8n 2 N�, 8k 2 f0; : : : ; n� 1g :

2�2k2

n3
�
Z (k+1)�

n

k�
n

x2 jsinnxj dx ��
2 (k + 1)2

n3
:

3. En déduire que : 8n 2 N� :�
2(n�1)(2n�1)

3n2
�
R �
0
x2 jsinnxj dx ��2(n+1)(2n+1)

3n2
.

4. En déduire la valeur de lim
n�!+1

R �
0
x2 jsinnxj dx .
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