MATHS SUP Lycée Laetitia-Bonaparte Ajaccio
PTSI Colles ESPACES VECTORIELS (2)

Montrer que les application f suivantes sont linéaires. Trouver leur noyau, image et
préciser une base de chacun. Conclusion pour f ?

Y=r-y+z
a. f:R® — R définie par { o' =z +y /
7 =z + 2z
/
. 3 2 A4fin rortyez
b. f:R°— R deﬁmepal"{ Yy =2r—y+z ’
r=x+y
c. f:R* — R®définiepar § ¢/ =z-y
Z’:x—I—QZ
/
. T3 2 1a0 T=rHyte
d. f:RP—R deﬁmepar{ Y =1—y+=z
/ %‘i‘%

. Calculer fo f. Con-

W

ST
2

Soit f I'application de R? dans R? définie par { :;, B
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clusion pour f 7 Trouver les éléments caractéristiques de f.

Soient f et g les applications de R? dans R? définie par f (z,y) = (z+vy,z+y) et
g(z,y) = (xr —y,x — y). Montrer que go f =0 et calculer fog.

Montrer qu’il existe une application linéaire unique u de R? dans R? telle que u ((1,0)) =
<_17 17 O) et u ((07 1)) = (17 27 _1)
Trouver le noyau et I'image de wu.

Dans R* on considére les vecteurs u = (1,1,0,—1), v = (1,0,0,—1), w = (1,0, —1,0).
Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par u, vet w et G = {(z,y,2,t) € RY/x +y — 2 + 2t = 0}.

a. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de R*. Donner sa dimension.
b. Préciser une base de F', G, F + G et FNG.

@ Etudier suivant la valeur du parameétre réel m la dépendance linéaire des vecteurs de R3
cu=(m,1,1),v=(-1,-m,—-1), w=(—-1,—-1,m).

Soit (ey, ea, e3,€4) et (f1, f2, f3) les bases canoniques de R* et R? respectivement. Soit
I'application f de R* dans R?® définie par : f(ey) = f1 +2fo — f3, f(ea) = 2f1 + 3 f3, [ (e3) =
dfi+4fa+ fs, fea) =2f1 + 3fs.

a. Justifier l'existence de f. Trouver ker f et en donner une base.

b. Calculer le rang de f.
Soit g I'application de R? dans R* définie par les formules analytiques :
= r+4y+5z
Yy =2r— y—82
Z=—x42y+ 7z
=3+ y—"Tz
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a. Calculer le rang de g. Donner une base de Im g.

b. Trouver ker g et en donner une base.

[9] Soit ¢ 'application de C dans C définie par ¢ (2) = z+aZ (out a est un complexe donné).
Montrer que ¢ est un endomorphisme de C (considéré comme espace verctoriel sur R).

Déterminer son noyau et son image.

Montrer que les éléments de R* : u = (1,1,1,1), v = (1,1,—1,1), w = (1,—1,1,—1) et
r = (1,—1,-1,1) forment une base de R*. Quelles sont les coordonnées du vecteur (1,2,1,1)
dans cette base ?

Dans R* on considére u = (1,4, —1,0), v = (6,10,1,0), w = (2,2,1,1). Est-il possible
de les compléter en une base de R* ? Si oui le faire.

Soit E/ un espace vectoriel de dimension n et u un endomorphisme de E.
a. Montrer que u? = 0 <= Imu C ker u.

b. Montrer que si Imu = ker u alors la dimension de E est paire. Quelle est alors le rang
de u ?

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 de base (e, €2, e3). Soit u 'endomorphisme
de E défini par u (e1) = ey, u(e2) = e3, u(e3) = 0.
a. Justifier existence de u. Montrer que u # 0, u? # 0 et u® = 0.

b. Soit f un endomorphisme de E tel que f2 # 0 et f3 = 0. Soit 2 un élément de E tel que
f?(z) # 0. Montrer que le systéme (z, f (z), f? (z)) est libre dans E.

c. Montrer qu’il n’existe pas d’endomorphisme de E tel que f3 # 0 et f* = 0.

Soit E/ un espace vectoriel de dimension n et I’ et G deux sous-espaces vectoriels de F.
Donner une condition nécessaire et suffisante sur les dimensions de F' et G pour qu’il existe un
endomorphisme u de E tel que keru = F et Imu = G.

Soit F' le sous-espace vectoriel de R? engendré par (1,0,1) et (2,1,0) et G le sous-espace
vectoriel de R? engendré par (1,1,1). Calculer FNG et F + G.

Soit E' un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E. Montrer
que ker f =Im f ssi f2=0et n=2rgf.

Soit E ’espace vectoriel des fonctions de classe C'*° de R dans R.
Soit F = {x +— acos (z —b) / (a,b) € R?}.
1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E. Calculer sa dimension.

2. Montrer que 'application ¢ de E dans E qui a f associe f” 4+ f est un endomorphisme
de E. Quel est son noyau ?



